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Kapitola 1

Komplexné £ísla

1.1 Úvod

Algebraický tvar komplexného £ísla. Tvar z = x+ ıy sa nazýva algebraický tvar, kde (x, y ∈ R), <(z) = x predstavuje reálnu

a =(z) = y imaginárnu £as´ z, a ı je imaginárna jednotka.

Operácie. Nech z1 = x1 + ıy1, z2 = x2 + ıy2, potom platí:

• Rovnost:
z1 = z2 ⇔ x1 = x2 ∧ y1 = y2,

• Sú£et a rozdiel:
z1 + z2 = (x1 + x2) + ı(y1 + y2), z1 − z2 = (x1 − x2) + ı(y1 − y2)

• Sú£in:
z1z2 = (x1 + ıy1)(x2 + ıy2) = x1x2 + ıx1y2 + ıy1x2 + ı2y1y2 = (x1x2 − y1y2) + ı(x1y2 + y1x2)

• Podiel (za predpokladu z2 6= 0):

z1

z2
=
x1 + ıy1

x2 + ıy2
=
x1 + ıy1

x2 + ıy2

x2 − ıy2

x2 − ıy2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

− ıx1y2 + y1x2

x2
2 + y2

2
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Vlastnosti. Nech z, ζ, ω ∈ C a nech z = x+ ıy, ζ = ξ + ıψ. Plati:

• Uzavretos´ vzh©adom na s£ítanie a násobenie:

z + ζ = (x+ ıy) + (ξ + ıψ)
= (x+ ξ) + ı (y + ψ) ∈ C,

zζ = (x+ ıy) (ξ + ıψ)

= xξ + ıxψ + ıyξ + ı2yψ

= (xξ − yψ) + ı (xψ + ξy) ∈ C.

• Komutitatívnos´ vzh©adom na s£ítanie a násobenie:

z + ζ = ζ + z,

zζ = ζz.

• Asociatívny zákon vzh©adom na s£ítanie a násobenie:

(z + ζ) + ω = z + (ζ + ω) ,
(zζ)ω = z (ζω) .

• Distributívny zákon:

z (ζ + ω) = zζ + zω.

Komplexne zdruºené £íslo. Komplexné ¢íslo z ≡ x− iy nazývame £íslom komplexne zdruºeným k z a platí:

1. (z) = z,

2. z + ζ = z + ζ,

3. zζ = zζ,

4.
(
z

ζ

)
=

(z)(
ζ
) .

Komplexná rovina. Komplexné £íslo z = x + ıy môºeme zobrazi´ ako dvojicu reálnych £ísiel (x, y), a teda ako bod v rovine R2,
ktorú nazývame komplexná rovina. (Vi¤ obr. 1.1.) Komplexné £íslo v tvare z = x+ ıy sa nazýva kartézsky tvar.
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Modul komplexného £ísla. Ve©kos´ alebo modul komplexného £ísla je vzdialenos´ bodu od po£iatku. Je de�novaný ako |z| =
|x+ ıy| =

√
x2 + y2. Platí ºe zz = (x+ ıy)(x− ıy) = x2 + y2 = |z|2. Modul má nasledujúce vlastnosti.

1. |zζ| = |z| |ζ|

2.
∣∣∣∣zζ
∣∣∣∣ =
|z|
|ζ|

pre ζ 6= 0.

3. |z + ζ| ≤ |z|+ |ζ|

4. |z + ζ| ≥ ||z| − |ζ||

Argument komplexného £ísla. Argument komplexného £ísla je uhol ktorý zviera vektor tvorený po£iatkom a bodom z = x+ ıy
s kladnou osou x. Argument sa ozna£uje arg(z) a dá sa ur£i´ pre v²etky nenulové £ísla aº na aditívny celo£íselný násobok 2π. Hlavná

hodnota komplexného £ísla je z intervalu (−π, π] a ozna£uje sa Arg(z). Platí:

arg(zζ) = arg(z) + arg(ζ)
Arg(zζ) 6= Arg(z) + Arg(ζ)

arg
(
z2
)

= arg(z) + arg(z) 6= 2 arg(z)

Polárny tvar. Komplexné £íslo z = x+ ıy sa dá s pouºitím trigonometrie napísa´ v polárnom tvare z = r(cos θ+ ı sin θ), kde r = |z|
je modul a θ = arctan(x, y) je argument z (Vi¤ obr. 1.1.)

Re(  )

r

Im(  ) (x,y)

r

z

θ
sinθ

z
θcosr

Obr. 1.1: Polárny tvar.

Dôleºité vz´ahy.

• Eulerov vzorec:
eıθ = cos θ + ı sin θ.
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• Kosínus a sínus pomocou exponenciálnej funkcie:

cos(θ) =
eıθ + e−ıθ

2
, sin(θ) =

eıθ − e−ıθ

ı2

• Konverzia medzi kartézskym a polárnym tvarom:

r eıθ = r cos θ + ır sin θ,

x+ ıy =
√
x2 + y2 eı arctan(x,y) .

Kartézsky tvar je vhodný pre s£ítanie a polárny pre násobenie a delenie.

• DeMoivreova formula:
cos(nθ) + ı sin(nθ) = (cos θ + ı sin θ)n

4



1.2 Úlohy

Úloha 1.1
Napí²te nasledujúce výrazy v algebraickom tvare:

(a) (1 + i2)7

(b)
1

(zz)

(c)
iz + z

(3 + i)9

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.2
Overte ºe:

(a)
1 + i2
3− i4

+
2− i
i5

= −2
5

(b) (1− i)4 = −4

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.3
Napí²te nasledujúce výrazy v tvare a+ ib:

(a)
(

1 + i
√

3
)−10

(b) (11 + i4)2

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.4
Napí²te nasledujúce komplexné £ísla v tvare a+ ib:

(a)

(
2 + i

i6− (1− i2)

)2
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(b) (1− i)7

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.5
Ak z = x+ iy, napí²te nasledujúce v tvare u(x, y) + iv(x, y):

(a)

(
z

z

)
(b)

z + i2
2− iz
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.6
Nájdite a zobrazte v²etky hodnoty komplexných £ísiel a de�nujte hlavnú hodnotu.

(a) (1 + i)1/3

(b) i1/4

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.7
Na£rtnite oblasti komplexnej roviny:

(a) |<(z)|+ 2|=(z)| ≤ 1

(b) 1 ≤ |z − i| ≤ 2

(c) |z − i| ≤ |z + i|

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.8
Dokáºte nasledujúce rovnosti:

(a) arg(zζ) = arg(z) + arg(ζ)

(b) Arg(zζ) 6= Arg(z) + Arg(ζ)
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(c) arg
(
z2
)

= arg(z) + arg(z) 6= 2 arg(z)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.9
Geometrickými a algebraickými argumentami ukáºte ºe pre komplexné £ísla z a ζ platia nerovnosti:

||z| − |ζ|| ≤ |z + ζ| ≤ |z|+ |ζ|

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.10
Nájdite v²etky hodnoty výrazov a znázornite ich gra�cky.

(a) (−1)−3/4

(b) 81/6

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.11
Nájdite v²etky hodnoty výrazov a znázornite ich gra�cky.

(a) (−1)−1/4

(b) 161/8

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.12
Na£rtnite oblasti alebo krivky dane vz´ahmi:

(a) 1 < |z − i2| < 2

(b) |<(z)|+ 5|=(z)| = 1

(c) |z − i| = |z + i|

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 1.13
Na£rtnite oblasti alebo krivky dane vz´ahmi:

(a) |z − 1 + i| ≤ 1

(b) <(z)−=(z) = 5

(c) |z − i|+ |z + i| = 1

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.14
Rie²te rovnicu

| eiθ −1| = 2

pre θ (0 ≤ θ ≤ π) a overte rie²enie gra�cky.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.15
Ukáºte ºe Eulerova formula, eiθ = cos θ+ i sin θ, je formálne konzistentná so ²tandardným rozvojom do Taylorovho radu pre reálne funkcie
ex, cosx a sinx. Uvaºujte rozvoj do Taylorovho radu funkcie ex okolo x = 0 ako de�níciu exponenciálnej funkcie pre komplexnú premennu.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.16
S pouºitím de Moivreovho vzorca odvo¤te trigonometrickú identitu

cos(3θ) = cos3(θ)− 3 cos(θ) sin2(θ).

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.17
Stanovte vzorec

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, (z 6= 1),

pre sú£et kone£ného geometrického radu; potom odvodte vzorce

(a) 1 + cos(θ) + cos(2θ) + · · ·+ cos(nθ) =
1
2

+
sin((n+ 1/2))

2 sin(θ/2)
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(b) sin(θ) + sin(2θ) + · · ·+ sin(nθ) =
1
2

cot
θ

2
− cos((n+ 1/2))

2 sin(θ/2)

kde 0 < θ < 2π.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.18
Dokáºte |zζ| = |z||ζ| a

∣∣∣ zζ ∣∣∣ = |z|
|ζ| s pouºitím polárneho tvaru.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.19
Dokáºte ºe

|z + ζ|2 + |z − ζ|2 = 2
(
|z|2 + |ζ|2

)
.

Interpretujte to geometricky.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.20
Napí²te (1 + i)10 v kartézskom tvare pomocou následovných dvoch metód:

(a) Pouºite jednoduché násobenie. Po£et násobení by nemal presiahnu´ 4.

(b) Pouºite násobenie v polárnom tvare.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 1.21
Ukáºte ºe kaºdé z £ísel z = −a+

(
a2 − b

)1/2
sp¨¬a rovnicu z2 + 2az + b = 0.

Nápoveda, Rie²enie
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1.3 Nápovedy

Nápoveda 1.1

Nápoveda 1.2

Nápoveda 1.3

Nápoveda 1.4

Nápoveda 1.5

Nápoveda 1.6

Nápoveda 1.7

Nápoveda 1.8

Nápoveda 1.9
Napí²te mnohohodnotovos´ explicitne.

Nápoveda 1.10
Uvaºujte trojuholník s vrcholmi v 0, z a z + ζ.

Nápoveda 1.11

10



Nápoveda 1.12

Nápoveda 1.13

Nápoveda 1.14

Nápoveda 1.15

Nápoveda 1.16
Nájdite Taylorove rady eiθ, cos θ a sin θ. V²imnite si ºe i2n = (−1)n.

Nápoveda 1.17

Nápoveda 1.18

Nápoveda 1.19
| eiθ | = 1.

Nápoveda 1.20
Uvaºujte paralelogram de�novaný pomocou z a ζ.

Nápoveda 1.21

(1 + i)10 =
((

(1 + i)2
)2)2

(1 + i)2.

Nápoveda 1.22
Dosa¤te £ísla do rovnice.
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1.4 Rie²enia

Rie²enie 1.1
(a) Umoc¬ovanie môºeme previes´ priamym násobením.

(1 + i2)7 = (1 + i2)(1 + i2)2(1 + i2)4

= (1 + i2)(−3 + i4)(−3 + i4)2

= (11− i2)(−7− i24)
= 29 + i278

Problém môºeme tieº rie²i´ pomocou De Moivreovej teorémy.

(1 + i2)7 =
(√

5 ei arctan(1,2)
)7

= 125
√

5 ei7 arctan(1,2)

= 125
√

5 cos(7 arctan(1, 2)) + i125
√

5 sin(7 arctan(1, 2))

(b)

1
(zz)

=
1

(x− iy)2

=
1

(x− iy)2

(x+ iy)2

(x+ iy)2

=
(x+ iy)2

(x2 + y2)2

=
x2 − y2

(x2 + y2)2
+ i

2xy
(x2 + y2)2

12



(c) Výraz môºeme vyhodnoti´ pomocou De Moivreovej teorémy.

iz + z

(3 + i)9
= (−y + ix+ x− iy)(3 + i)−9

= (1 + i)(x− y)
(√

10 ei arctan(3,1)
)−9

= (1 + i)(x− y)
1

10000
√

10
e−i9 arctan(3,1)

=
(1 + i)(x− y)

10000
√

10
(cos(9 arctan(3, 1))− i sin(9 arctan(3, 1)))

=
(x− y)

10000
√

10
(cos(9 arctan(3, 1)) + sin(9 arctan(3, 1)))

+ i
(x− y)

10000
√

10
(cos(9 arctan(3, 1))− sin(9 arctan(3, 1)))

Problém sa tieº dá rie²i´ priamym násobením, aj ke¤ je to trochu nepraktické.

iz + z

(3 + i)9
=

(−y + ix+ x− iy)(3− i)9

109

=
(1 + i)(x− y)(3− i)

((
(3− i)2

)2)2

109

=
(1 + i)(x− y)(3− i)

(
(8− i6)2

)2

109

=
(1 + i)(x− y)(3− i)(28− i96)2

109

=
(1 + i)(x− y)(3− i)(−8432− i5376)

109

=
(x− y)(−22976− i38368)

109

=
359(y − x)
15625000

+ i
1199(y − x)
31250000

13



Rie²enie 1.2
(a)

1 + i2
3− i4

+
2− i
i5

=
1 + i2
3− i4

3 + i4
3 + i4

+
2− i
i5
−i
−i

=
−5 + i10

25
+
−1− i2

5

= −2
5

(b)

(1− i)4 = (−i2)2 = −4

Rie²enie 1.3
(a) Najprv prevedieme násobenie v kartézskom tvare.

(
1 + i

√
3
)−10

=
((

1 + i
√

3
)2 (

1 + i
√

3
)8
)−1

=
((
−2 + i2

√
3
)(
−2 + i2

√
3
)4
)−1

=
((
−2 + i2

√
3
)(
−8− i8

√
3
)2
)−1

=
((
−2 + i2

√
3
)(
−128 + i128

√
3
))−1

=
(
−512− i512

√
3
)−1

=
1

512
−1

1 + i
√

3

=
1

512
−1

1 + i
√

3
1− i

√
3

1− i
√

3

= − 1
2048

+ i

√
3

2048
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Teraz prevedieme násobenie v polárnom tvare.(
1 + i

√
3
)−10

=
(

2 eiπ/3
)−10

= 2−10 e−i10π/3

=
1

1024

(
cos
(
−10π

3

)
+ i sin

(
−10π

3

))
=

1
1024

(
cos
(

4π
3

)
− i sin

(
4π
3

))
=

1
1024

(
−1

2
+ i

√
3

2

)

= − 1
2048

+ i

√
3

2048

(b)
(11 + i4)2 = 105 + i88

Rie²enie 1.4
(a) (

2 + i

i6− (1− i2)

)2

=
(

2 + i

−1 + i8

)2

=
3 + i4
−63− i16

=
3 + i4
−63− i16

−63 + i16
−63 + i16

= − 253
4225

− i 204
4225

(b)

(1− i)7 =
(
(1− i)2

)2
(1− i)2(1− i)

= (−i2)2(−i2)(1− i)
= (−4)(−2− i2)
= 8 + i8

15



Rie²enie 1.5
(a)

(
z

z

)
=
(
x+ iy

x+ iy

)
=
(
x− iy
x+ iy

)
=
x+ iy

x− iy

=
x+ iy

x− iy
x+ iy

x+ iy

=
x2 − y2

x2 + y2
+ i

2xy
x2 + y2

(b)

z + i2
2− iz

=
x+ iy + i2

2− i(x− iy)

=
x+ i(y + 2)
2− y − ix

=
x+ i(y + 2)
2− y − ix

2− y + ix

2− y + ix

=
x(2− y)− (y + 2)x

(2− y)2 + x2
+ i

x2 + (y + 2)(2− y)
(2− y)2 + x2

=
−2xy

(2− y)2 + x2
+ i

4 + x2 − y2

(2− y)2 + x2

16



Rie²enie 1.6
(a)

(1 + i)1/3 =
(√

2 eiπ/4
)1/3

= 6
√

2 eiπ/12 11/3

= 6
√

2 eiπ/12 ei2πk/3, k = 0, 1, 2

=
{

6
√

2 eiπ/12,
6
√

2 ei3π/4, 6
√

2 ei17π/12
}

Hlavná hodnota kore¬a je

3
√

1 + i = 6
√

2 eiπ/12 .

Korene sú znázornené na obr. 1.2.

-1 1

-1

1

Obr. 1.2: (1 + i)1/3
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(b)

i1/4 =
(

eiπ/2
)1/4

= eiπ/8 11/4

= eiπ/8 ei2πk/4, k = 0, 1, 2, 3

=
{

eiπ/8, ei5π/8, ei9π/8, ei13π/8
}

Hlavná hodnota kore¬a je
4
√
i = eiπ/8 .

Korene sú znázornené na obr. 1.3.

-1 1

-1

1

Obr. 1.3: i1/4

Rie²enie 1.7
(a)

|<(z)|+ 2|=(z)| ≤ 1
|x|+ 2|y| ≤ 1

18



V prvom kvadrante to je trojuholník pod priamkou y = (1−x)/2. Symetrickým zobrazením tohto trojuholníka vzh©adom na súradnicové
osi dostaneme trojuholníky aj v ostatných kvadrantoch. Konkrétne, dostaneme mnoºinu bodov: {z = x + iy | −1 ≤ x ≤ 1 ∧ |y| ≤
(1− |x|)/2}. Vi¤ obr. 1.4.

1

1

−1

−1

Obr. 1.4: |<(z)|+ 2|=(z)| ≤ 1

(b) |z − i| predstavuje vzdialenos´ od bodu i v komplexnej rovine. Teda 1 < |z − i| < 2 predstavuje medzikruºie so stredom v bode z = i
medzi polomermi 1 a 2. Vi¤ obr. 1.5.

(c) Body ktoré sú bliº²ie k z = i neº z = −i sú tie v hornej polrovine. Vi¤ obr. 1.6.

Rie²enie 1.8
Nech z = r eiθ a ζ = ρ eiφ.

(a)

arg(zζ) = arg(z) + arg(ζ)

arg
(
rρ ei(θ+φ)

)
= {θ + 2πm}+ {φ+ 2πn}

{θ + φ+ 2πk} = {θ + φ+ 2πm}

19



-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

Obr. 1.5: 1 < |z − i| < 2

1

1

−1

−1

Obr. 1.6: Horná polrovina.
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(b)
Arg(zζ) 6= Arg(z) + Arg(ζ)

Uvaºujme z = ζ = −1. Arg(z) = Arg(ζ) = π, av²ak Arg(zζ) = Arg(1) = 0. Potom dostávame 0 6= 2π.

(c)

arg
(
z2
)

= arg(z) + arg(z) 6= 2 arg(z)

arg
(
r2 ei2θ

)
= {θ + 2πk}+ {θ + 2πm} 6= 2{θ + 2πn}

{2θ + 2πk} = {2θ + 2πm} 6= {2θ + 4πn}

Rie²enie 1.9
Uvaºujme trojuholník v komplexnej rovine s vrcholmi v 0, z a z + ζ. (Vi¤ obr. 1.7.)

z

ζ

|ζ| z+ ζ

|z+  |ζ|z|

Obr. 1.7: Trojuholníkova nerovnos´.

D¨ºky strán trojuholníka sú |z|, |ζ| a |z + ζ|. Druhá nerovnos�t poukazuje na to ºe jedna strana v trojuholníku musí by´ men²ia alebo
rovná sú£tu d¨ºok ostatných dvoch strán.

|z + ζ| ≤ |z|+ |ζ|

Prvá nerovnos´ poukazuje na to ºe jedna strana v trojuholníku musí by´ va£²ia alebo rovná rozdielu d¨ºok ostatných dvoch strán.

|z + ζ| ≥ ||z| − |ζ||
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Teraz dokáºeme nerovnosti algebraicky. Nerovnos´ zredukujeme na rovnos´. Nech z = r eiθ, ζ = ρ eiφ.

||z| − |ζ|| ≤ |z + ζ| ≤ |z|+ |ζ|
|r − ρ| ≤ |r eiθ +ρ eiφ | ≤ r + ρ

(r − ρ)2 ≤
(
r eiθ +ρ eiφ

) (
r e−iθ +ρ e−iφ

)
≤ (r + ρ)2

r2 + ρ2 − 2rρ ≤ r2 + ρ2 + rρ ei(θ−φ) +rρ ei(−θ+φ) ≤ r2 + ρ2 + 2rρ
−2rρ ≤ 2rρ cos (θ − φ) ≤ 2rρ
−1 ≤ cos(θ − φ) ≤ 1

Rie²enie 1.10
(a)

(−1)−3/4 =
(
(−1)−3

)1/4
= (−1)1/4

=
(
eiπ
)1/4

= eiπ/4 11/4

= eiπ/4 eikπ/2, k = 0, 1, 2, 3

=
{

eiπ/4, ei3π/4, ei5π/4, ei7π/4
}

=
{

1 + i√
2
,
−1 + i√

2
,
−1− i√

2
,

1− i√
2

}
Vi¤ obr. 1.8.

(b)

81/6 = 6
√

811/6

=
√

2 eikπ/3, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5

=
{√

2,
√

2 eiπ/3,
√

2 ei2π/3,
√

2 eiπ,
√

2 ei4π/3,
√

2 ei5π/3
}

=

{
√

2,
1 + i

√
3√

2
,
−1 + i

√
3√

2
,−
√

2,
−1− i

√
3√

2
,

1− i
√

3√
2

}
Vi¤ obr. 1.9.
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-1 1

-1

1

Obr. 1.8: (−1)−3/4

Rie²enie 1.11
(a)

(−1)−1/4 = ((−1)−1)1/4

= (−1)1/4

=
(
eiπ
)1/4

= eiπ/4 11/4

= eiπ/4 eikπ/2, k = 0, 1, 2, 3

=
{

eiπ/4, ei3π/4, ei5π/4, ei7π/4
}

=
{

1 + i√
2
,
−1 + i√

2
,
−1− i√

2
,

1− i√
2

}

Vi¤ obr. 1.10.
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-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

Obr. 1.9: 81/6

(b)

161/8 = 8
√

1611/8

=
√

2 eikπ/4, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

=
{√

2,
√

2 eiπ/4,
√

2 eiπ/2,
√

2 ei3π/4,
√

2 eiπ,
√

2 ei5π/4,
√

2 ei3π/2,
√

2 ei7π/4
}

=
{√

2, 1 + i, i
√

2,−1 + i,−
√

2,−1− i,−i
√

2, 1− i
}

Vi¤ obr. 1.11.

Rie²enie 1.12
(a) |z − i2| predstavuje vzdialenos´ od bodu i2 v komplexnej rovine. Teda 1 < |z − i2| < 2 predstavuje medzikruºie. Vi¤ obr. 1.12.

(b)

|<(z)|+ 5|=(z)| = 1
|x|+ 5|y| = 1
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-1 1

-1

1

Obr. 1.10: (−1)−1/4

V prvom kvadrante je to priamka y = (1 − x)/5. Symetrickým zobrazením daného segmentu priamky vzh¨adom na súradnícove osi
dostaneme segmenty v ostatných kvadrantoch. Konkrétne dostávame mnoºinu bodov: {z = x+ iy | −1 < x < 1 ∧ y = ±(1− |x|)/5}.
Vi¤ obr. 1.13.

(c) Mnoºina bodov s rovnakou vzdialenos´ou od i a −i je reálna os. Vi¤ obr. 1.14.

Rie²enie 1.13
(a) |z − 1 + i| predstavuje vzdialenos´ od bodu (1− i). Teda |z − 1 + i| ≤ 1 predstavuje disk jednotkového polomeru so stredom v (1− i).

Vi¤ obr. 1.15.

(b)

<(z)−=(z) = 5
x− y = 5
y = x− 5

Vi¤ obr. 1.16.

(c) Ke¤ºe |z − i|+ |z + i| ≥ 2, neexistuje rie²enie rovnice |z − i|+ |z + i| = 1.
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-1 1

-1

1

Obr. 1.11: 16−1/8

-3 -2 -1 1 2 3
-1

1

2

3

4

5

Obr. 1.12: 1 < |z − i2| < 2
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-1 1

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Obr. 1.13: |<(z)|+ 5|=(z)| = 1

-1 1

-1

1

Obr. 1.14: |z − i| = |z + i|
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-1 1 2 3

-3

-2

-1

1

Obr. 1.15: |z − 1 + i| < 1

-10 -5 5 10

-15

-10

-5

5

Obr. 1.16: <(z)−=(z) = 5
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Rie²enie 1.14

| eiθ −1| = 2(
eiθ −1

) (
e−iθ −1

)
= 4

1− eiθ − e−iθ +1 = 4
−2 cos(θ) = 2

θ = π{
eiθ | 0 ≤ θ ≤ π

}
je jednotková polkruºnica v hornej polrovine komplexnej roviny od 1 po −1. Jediný bod na tejto polkruºnici so

vzdialenos´ou 2 od bodu 1 je bod −1, £o odpovedá uhlu θ = π.

Rie²enie 1.15
Pripome¬me si Taylorov rozvoj ex v x = 0.

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
.

Vezmime to ako de�níciu exponenciálnej funkcie pre komplexnú premennu.

eiθ =
∞∑
n=0

(iθ)n

n!

=
∞∑
n=0

in

n!
θn

=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
θ2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
θ2n+1

Porovnajme tento výraz s Taylorovým rozvojom funkcií sínus a kosínus.

cos θ =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
θ2n, sin θ =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
θ2n+1,

Teda eiθ a cos θ + i sin θ majú rovnaký Taylorov rozvoj v θ = 0.

eiθ = cos θ + i sin θ
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Rie²enie 1.16

cos(3θ) + i sin(3θ) = (cos θ + i sin θ)3

cos(3θ) + i sin(3θ) = cos3 θ + i3 cos2 θ sin θ − 3 cos θ sin2 θ − i sin3 θ

Dáme do rovnosti reálne £asti rovnice.

cos(3θ) = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ

Rie²enie 1.17
De�nujme £iasto£ný sú£et,

Sn(z) =
n∑
k=0

zk.

Teraz uvaºujme (1− z)Sn(z).

(1− z)Sn(z) = (1− z)
n∑
k=0

zk

(1− z)Sn(z) =
n∑
k=0

zk −
n+1∑
k=1

zk

(1− z)Sn(z) = 1− zn+1

Predelíme 1− z. Poznamenajme ºe 1− z je rôzne od nuly.

Sn(z) =
1− zn+1

1− z

1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
, (z 6= 1)

Teraz uvaºujme z = eiθ, kde 0 < θ < 2π takºe z nie je jednotkové.

n∑
k=0

(
eiθ
)k

=
1−

(
eiθ
)n+1

1− eiθ

n∑
k=0

eikθ =
1− ei(n+1)θ

1− eiθ
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Aby sme dostali sin(θ/2) do menovate©a, vynásobme vrch aj spodok výrazom e−iθ/2.

n∑
k=0

(cos(kθ) + i sin(kθ)) =
e−iθ/2− ei(n+1/2)θ

e−iθ/2− eiθ/2

n∑
k=0

cos(kθ) + i

n∑
k=0

sin(kθ) =
cos(θ/2)− i sin(θ/2)− cos((n+ 1/2)θ)− i sin((n+ 1/2)θ)

−2i sin(θ/2)
n∑
k=0

cos(kθ) + i

n∑
k=1

sin(kθ) =
1
2

+
sin((n+ 1/2)θ)

sin(θ/2)
+ i

(
1
2

cot(θ/2)− cos((n+ 1/2)θ)
sin(θ/2)

)

(a) Zoberieme reálnu a imaginárnu £as´ a dostaneme identity.

n∑
k=0

cos(kθ) =
1
2

+
sin((n+ 1/2)θ)

2 sin(θ/2)

(b)

n∑
k=1

sin(kθ) =
1
2

cot(θ/2)− cos((n+ 1/2)θ)
2 sin(θ/2)

Rie²enie 1.18

|zζ| = |r eiθ ρ eiφ |
= |rρ ei(θ+φ) |
= |rρ|
= |r||ρ|
= |z||ζ|
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∣∣∣∣zζ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ r eiθ

ρ eiφ

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ rρ ei(θ−φ)

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ rρ
∣∣∣∣

=
|r|
|ρ|

=
|z|
|ζ|

Rie²enie 1.19

|z + ζ|2 + |z − ζ|2 = (z + ζ)
(
z + ζ

)
+ (z − ζ)

(
z − ζ

)
= zz + zζ + ζz + ζζ + zz − zζ − ζz + ζζ

= 2
(
|z|2 + |ζ|2

)
Uvaºujme paralelogram de�novaný vektormi z a ζ. D¨ºky strán sú z a ζ a d¨ºky diagonál sú z + ζ a z − ζ. Z geometrie vieme ºe sú£et
²tvorcov diagonál v paralelograme je rovný sú£tu ²tvorcov ²tyroch strán. (Vi¤ obr. 1.17.)

z+

z-

z

ζ

ζ

ζ

Obr. 1.17: Paralelogram de�novaný z a ζ.
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Rie²enie 1.20
(a)

(1 + i)10 =
((

(1 + i)2
)2)2

(1 + i)2

=
(

(i2)2
)2

(i2)

= (−4)2 (i2)
= 16(i2)
= i32

(b)

(1 + i)10 =
(√

2 eiπ/4
)10

=
(√

2
)10

ei10π/4

= 32 eiπ/2

= i32

Rie²enie 1.21
Dosa¤me £ísla do rovnice a dostaneme identitu.

z2 + 2az + b = 0(
−a+

(
a2 − b

)1/2)2

+ 2a
(
−a+

(
a2 − b

)1/2)
+ b = 0

a2 − 2a
(
a2 − b

)1/2
+ a2 − b− 2a2 + 2a

(
a2 − b

)1/2
+ b = 0

0 = 0
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Kapitola 2

Funkcie komplexnej premennej

2.1 Úvod

Kartézsky a polárny tvar. Funkciu komplexnej premennej z môºeme napísa´ ako funkciu x a y alebo ako funkciu r a θ substitúciou
z = x+ ıy, respektíve z = r eıθ. Potom môºeme oddeli´ reálnu a imaginárnu £as´:

f(z) = u(x, y) + ıv(x, y), alebo f(z) = u(r, θ) + ıv(r, θ),

f(z) = ρ(x, y) eıφ(x,y), alebo f(z) = ρ(r, θ) eıφ(r,θ) .
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Trigonometrické funkcie.

ez = ex(cos y + ı sin y)

cos z =
eız + e−ız

2
sin z =

eız − e−ız

ı2
cos z = cosx cosh y − ı sinx sinh y sin z = sinx cosh y + ı cosx sinh y

cosh z =
ez + e−z

2
sinh z =

ez − e−z

2
cosh z = coshx cos y + ı sinhx sin y sinh z = sinhx cos y + ı coshx sin y

sin(ız) = ı sinh z sinh(ız) = ı sin z
cos(ız) = cosh z cosh(ız) = cos z

log z = ln |z|+ ı arg(z) = ln |z|+ ıArg(z) + ı2πn, n ∈ Z

Inverzné trigonometrické funkcie. Logaritmická funkcia, log(z), je de�novaná ako funkcia inverzná k exponenciálnej funkcií ez.
Platí:

log z = ln |z|+ ı arg(z) = ln |z|+ ı(Arg(z) + 2πn), n ∈ Z

kde druhá rovnos´ vyjadruje mnohozna£nos´ argumentu funkcie s Arg(z) predstavujúcu hlavnú hodnotu argumentu. Hlavná hodnota
logaritmu je

Log z = ln |z|+ ıArg(z).

Logaritmické rovnosti.

ab = eb log a

elog z = eLog z = z

log(ab) = log a+ log b
log(1/a) = − log a
log(a/b) = log a− log b

log
(
z1/n

)
=

1
n

log z, n ∈ Z±
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Logaritmické nerovnosti.

Log(uv) 6= Log(u) + Log(v)
log za 6= a log z
Log za 6= aLog z
log ez 6= z

Body vetvenia funkcie. Bod z0 je bodom vetvenia funkcie f(z) ak funkcia mení hodnotu pri obiehaní okolo bodu po akejko©vek
krivke ktorá okrem bodu z = z0 neobsahuje ºiadne ¤al²ie singulatity.

Platí:

• Nech f(z) je jednozna£ná funkcia. Potom log(f(z)) a (f(z))α móºu ma´ body vetvenia len tam kde f(z) je nulová alebo
singulárna.

• Uvaºujme jednozna£nú funkciu f(z) ktorá je v bode z = z0 bu¤ nulová alebo singulárna. Nech f(z) = g(z)h(z) kde h(z) je
nenulová a kone£ná. (f(z))α má bod vetvenia v z = z0 práve vtedy ak (g(z))α tam má bod vetvenia. log(f(z)) má bod vetvenia
v z = z0 práve vtedy ak log(g(z)) tam má bod vetvenia.
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2.2 Úlohy

Úloha 2.1
Nájdite obraz £asti roviny danej 2 < x < 3 v zobrazení w = f(z) = z2.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.2
Pre dané reálne £íslo φ, 0 ≤ φ < 2π, nájdite obraz sektora 0 ≤ arg(z) < φ v transformácií w = z4. Aké ve©ké musí by´ φ aby w rovina bola
pokrytá práve raz?

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.3
Nech v kartézskych súradniciach, z = x+ ıy. Vyjadrite sin(z) v kartézskom a polárnom tvare.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.4
Ukáºte ºe ez je nenulové pre v²etky kone£né z.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.5
Ukáºte ºe ∣∣∣ez2∣∣∣ ≤ e|z|

2
.

Kedy platí rovnos´?
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.6
Rie²te coth(z) = 1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.7
Rie²te 2 ∈ 2z. To znamená, pre aké hodnoty z je 2 jedna z hodnôt 2z? Odvo¤te výsledok a overte ho vy£íslením 2z pre nájdené rie²enia.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.8
Rie²te 1 ∈ 1z. To znamená, pre aké hodnoty z je 1 jedna z hodnôt 1z? Odvo¤te výsledok a overte ho vy£íslením 1z pre nájdené rie²enia.
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Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.9
Ukáºte ºe ak < (z1) > 0 a < (z2) > 0 potom

Log(z1z2) = Log(z1) + Log(z2)

a ilustrujte ºe tento vz´ah neplatí vo v²eobecnosti.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.10
Nájdite spor v nasledujúcich tvrdeniach:

(a) log(−1) = log
(

1
−1

)
= log(1)− log(−1) = − log(−1), takºe, log(−1) = 0.

(b) 1 = 11/2 = ((−1)(−1))1/2 = (−1)1/2(−1)1/2 = ıı = −1, takºe, 1 = −1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.11
Napí²te nasledujúce výrazy v polárnom alebo kartézskom tvare. Explicitne ozna£te akúko©vek mnohohodnotovos´.

22/5, 31+ı,
(√

3− ı
)1/4

, 1ı/4.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.12
Rie²te cos z = 69.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.13
Rie²te cot z = ı47.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.14
Ur£te v²etky hodnoty

(a) log(−ı)
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(b) (−ı)−ı

(c) 3π

(d) log(log(ı))

a znázornite ich v komplexnej rovine.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.15
Vyhodno´te a znázornite nasledujúce v komplexnej rovine:

(a) (cosh(ıπ))ı2

(b) log
(

1
1 + ı

)
(c) arctan(ı3)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.16
Stanovte v²etky hodnoty ıı a log ((1 + ı)ıπ) a znázornite ich v komplexnej rovine.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.17
Nájdite v²etky z pre ktoré

(a) ez = ı

(b) cos z = sin z

(c) tan2 z = −1

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.18
Dokáºte nasledujúce identity a identi�kujte body vetvenia funkcií v roz²írenej komplexnej rovine.

(a) arctan(z) =
ı

2
log
(
ı+ z

ı− z

)
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(b) arctanh(z) =
1
2

log
(

1 + z

1− z

)
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.19
Stanovte po£et vetiev a lokácií bodov vetvenia pre funkcie

(a) cos
(
z1/2

)
(b) (z + ı)−z

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 2.20
Lokalizujte a klasi�kujte v²etky singularity nasledujúcich funkcií:

(a)
(z + 1)1/2

z + 2

(b) cos
(

1
1 + z

)
(c)

1
(1− ez)2

V kaºdom prípade diskutujte moºnos´ singularity v bode ∞.
Nápoveda, Rie²enie
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2.3 Nápovedy

Nápoveda 2.1

Nápoveda 2.2

Nápoveda 2.3
Spome¬te si ºe sin(z) = 1

ı2 (eız − e−ız). Pouºite vz´ahy 1.1 pre konverziu medzi kartézskym a polárnym tvarom.

Nápoveda 2.4
Napí²te ez v polárnom tvare.

Nápoveda 2.5
Exponenciálna funkcia je rastúcou funkciou pre reálnu premennu.

Nápoveda 2.6
Napí²te hyperbolický kotangens pomocou exponenciálnej funkcie.

Nápoveda 2.7
Vypí²te mnohohodnotovos´ 2z. Existuje dvojnásobne nekone£ná mnoºina rie²ení pre tento problém.

Nápoveda 2.8
Vypí²te mnohohodnotovos´ 1z.

Nápoveda 2.9

Nápoveda 2.10
Vypí²te mnohohodnotovos´ daných výrazov.

Nápoveda 2.11
Preve¤te exponenciáciu v polárnom tvare.
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Nápoveda 2.12
Napí²te kosínus pomocou exponenciálnej funkcie. Vynásobte eız aby ste dostali kvadratickú rovnicu pre eız.

Nápoveda 2.13
Napí²te kotangens pomocou exponenciálnej funkcie. Vytvorte kvadratickú rovnicu pre eız.

Nápoveda 2.14

Nápoveda 2.15

Nápoveda 2.16
ıı má nekone£ný po£et reálnych kladných hodnôt. ıı = eı log ı. log ((1 + ı)ıπ) má dvojnásobne nekone£nú mnoºinu hodnôt. log ((1 + ı)ıπ) =
log(exp(ıπ log(1 + ı))).

Nápoveda 2.17

Nápoveda 2.18

Nápoveda 2.19

Nápoveda 2.20

Nápoveda 2.21

Nápoveda 2.22

Nápoveda 2.23
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Nápoveda 2.24

Nápoveda 2.25(
z2 + 1

)1/2 = (z − ı)1/2(z + ı)1/2
(
z3 − z

)1/2 = z1/2(z − 1)1/2(z + 1)1/2 log
(
z2 − 1

)
= log(z − 1) + log(z + 1) log

(
z+1
z−1

)
= log(z +

1)− log(z − 1)

Nápoveda 2.26

Nápoveda 2.27
Obrá´te orientáciu krivky tak aby obchádzala nekone£no a neobsahovala ºiadne body vetvenia.

Nápoveda 2.28
Uvaºujte krivku ktorá obchádza v²etky body vetvenia v kone£nej komplexnej rovine. Obrá´te orientáciu krivky tak aby obchádzala nekone£no
a neobsahovala ºiadne body vetvenia v kone£nej komplexnej rovine.

Nápoveda 2.29
Rozloºte polynóm. Argument výrazu z1/4 sa zmení o π/2 na krivke ktorá obchádza po£iatok v kladnom smere.

Nápoveda 2.30

Nápoveda 2.31
Aby sme de�novali vetvu, de�nujme uhly od kaºdého bodu vetvenia v kone£nej komplexnej rovine.

Nápoveda 2.32

Nápoveda 2.33

Nápoveda 2.34
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Nápoveda 2.35

Nápoveda 2.36

Nápoveda 2.37

Nápoveda 2.38
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2.4 Rie²enia
Rie²enie 2.1
Nech w = u+ ıv. Uvaºujme pás 2 < x < 3 ako zostavený z vertikálnych £iar. Uvaºujme vertikálne £iary: z = c+ ıy, y ∈ R pre kon²tantné
c. Nájdime obraz tejto priamky v zobrazení.

w = (c+ ıy)2

w = c2 − y2 + ı2cy

u = c2 − y2, v = 2cy

To je parabola, ktorá sa otvára v©avo. Túto krivku môºeme parametrizova´ s pouºitím v.

u = c2 − 1
4c2

v2, v ∈ R

Hranice oblasti, x = 2 a x = 3, sú jednotlivo zobrazené do parabol:

u = 4− 1
16
v2, v ∈ R a u = 9− 1

36
v2, v ∈ R

Vyjadríme obraz v mnoºinovej terminológií.{
w = u+ ıv : v ∈ R a 4− 1

16
v2 < u < 9− 1

36
v2

}
.

Vi¤ obr. 2.1 so zobrazením pásu a jeho obrazu v zobrazení. Zobrazenie je prosté.

Rie²enie 2.2
Napí²me zobrazenie w = z4 v polárnych súradniciach.

w = z4 =
(
r eıθ

)4
= r4 eı4θ

Takºe vidíme ºe
w : {r eıθ | r ≥ 0, 0 ≤ θ < φ} → {r4 eı4θ | r ≥ 0, 0 ≤ θ < φ} = {r eıθ | r ≥ 0, 0 ≤ θ < 4φ}.

Môºeme to preformulova´ do terminológie argumentu.

w : {z | 0 ≤ arg(z) < φ} → {z | 0 ≤ arg(z) < 4φ}

Ak φ = π/2, oblas´ bude zobrazená presne na celú komplexnú rovinu.
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Obr. 2.1: Oblas´ 2 < x < 3 a jej obraz v zobrazení w = z2.

Rie²enie 2.3

sin z =
1
ı2
(
eız − e−ız

)
=

1
ı2
(
e−y+ıx− ey−ıx

)
=

1
ı2
(
e−y(cosx+ ı sinx)− ey(cosx− ı sinx)

)
=

1
2
(
e−y(sinx− ı cosx) + ey(sinx+ ı cosx)

)
= sinx cosh y + ı cosx sinh y

sin z =
√

sin2 x cosh2 y + cos2 x sinh2 y exp(ı arctan(sinx cosh y, cosx sinh y))

=
√

cosh2 y − cos2 x exp(ı arctan(sinx cosh y, cosx sinh y))

=

√
1
2

(cosh(2y)− cos(2x)) exp(ı arctan(sinx cosh y, cosx sinh y))
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Rie²enie 2.4
Aby ez bola nula, modul ex musí by´ nula. Ke¤ºe ex nemá ºiadne kone£né rie²enie, ez = 0 tieº nemá ºiadne kone£né rie²enie.

Rie²enie 2.5
Napí²me výrazy v katézskych súradniciach.

∣∣∣ez2∣∣∣ =
∣∣∣e(x+ıy)2

∣∣∣
=
∣∣∣ex2−y2+ı2xy

∣∣∣
= ex

2−y2

e|z|
2

= e|x+ıy|2 = ex
2+y2

Exponenciálna funkcia je rastúca pre reálne premenné. Ke¤ºe x2 − y2 ≤ x2 + y2, ex
2−y2 ≤ ex

2+y2
.

∣∣∣ez2∣∣∣ ≤ e|z|
2

Rovnos´ platí len ke¤ y = 0.

Rie²enie 2.6

coth(z) = 1

(ez + e−z) /2
(ez − e−z) /2

= 1

ez + e−z = ez − e−z

e−z = 0

Neexistujú ºiadne rie²enia.
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Rie²enie 2.7
Napí²me mnohohodnotovos´ 2z.

2 ∈ 2z

eln 2 ∈ ez log(2)

eln 2 ∈ {ez(ln(2)+ı2πn) | n ∈ Z}
ln 2 ∈ z{ln 2 + ı2πn+ ı2πm | m,n ∈ Z}

z =
{

ln(2) + ı2πm
ln(2) + ı2πn

| m,n ∈ Z
}

Overme rie²enie. Uvaºujme m a n ako �xné celé £ísla. mnohohodnotovos´ vyjadríme pomocou k.

2(ln(2)+ı2πm)/(ln(2)+ı2πn) = e(ln(2)+ı2πm)/(ln(2)+ı2πn) log(2)

= e(ln(2)+ı2πm)/(ln(2)+ı2πn)(ln(2)+ı2πk)

Pre k = n, to nadobúda hodnotu eln(2)+ı2πm = eln(2) = 2.

Rie²enie 2.8
Napí²me mnohohodnotovos´ 1z.

1 ∈ 1z

1 ∈ ez log(1)

1 ∈ {eız2πn | n ∈ Z}

Prvok odpovedajúci n = 0 je e0 = 1. Teda 1 ∈ 1z má rie²enia,

z ∈ C.

To jest, z môºe by´ ©ubovo©né komplexné £íslo. Overme toto rie²enie.

1z = ez log(1) = eız2πn

Pre n = 0, to nadobúda hodnotu 1.
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Rie²enie 2.9
Napí²me vz´ah v tvare prirodzeného logaritmu a hlavnej hodnoty argumentu.

Log(z1z2) = Log(z1) + Log(z2)
ln |z1z2|+ ıArg(z1z2) = ln |z1|+ ıArg(z1) + ln |z2|+ ıArg(z2)

Arg(z1z2) = Arg(z1) + Arg(z2)

< (zk) > 0 znamená ºe Arg(zk) ∈ (−π/2 . . . π/2). Teda Arg(z1) + Arg(z2) ∈ (−π . . . π). V tomto prípade vz´ah platí.
Vz´ah neplatí vo v²eobecnom prípade pretoºe Arg(z1) + Arg(z2) nie je nevyhnutne v intervale (−π . . . π]. Uvaºujme z1 = z2 = −1.

Arg((−1)(−1)) = Arg(1) = 0, Arg(−1) + Arg(−1) = 2π
Log((−1)(−1)) = Log(1) = 0, Log(−1) + Log(−1) = ı2π

Rie²enie 2.10
(a) Algebraické manipulácie sú v poriadku. Napí²me mnohohodnotovos´ logaritmov.

log(−1) = log
(

1
−1

)
= log(1)− log(−1) = − log(−1)

{ıπ + ı2πn : n ∈ Z} = {ıπ + ı2πn : n ∈ Z}
= {ı2πn : n ∈ Z} − {ıπ + ı2πn : n ∈ Z} = {−ıπ − ı2πn : n ∈ Z}

Teda log(−1) = − log(−1). Av²ak to neznamená ºe log(−1) = 0. A to preto lebo logaritmus je mnohohodnotová funkcia a log(−1) =
− log(−1) v skuto£nosti hovorí:

{ıπ + ı2πn : n ∈ Z} = {−ıπ − ı2πn : n ∈ Z}

(b) Uvaºujme
1 = 11/2 = ((−1)(−1))1/2 = (−1)1/2(−1)1/2 = ıı = −1.

Existujú tri mnohohodnotové výrazy uvedené vy²²ie.

11/2 = ±1

((−1)(−1))1/2 = ±1

(−1)1/2(−1)1/2 = (±ı)(±ı) = ±1

Takto môºeme vidie´ ºe prvá a ²tvrtá nerovnos´ sú nesprávne.

1 6= 11/2, (−1)1/2(−1)1/2 6= ıı
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Rie²enie 2.11

22/5 = 41/5

= 5
√

411/5

= 5
√

4 eı2nπ/5, n = 0, 1, 2, 3, 4

31+ı = e(1+ı) log 3

= e(1+ı)(ln 3+ı2πn)

= eln 3−2πn eı(ln 3+2πn), n ∈ Z

(√
3− ı

)1/4

=
(

2 e−ıπ/6
)1/4

= 4
√

2 e−ıπ/24 11/4

= 4
√

2 eı(πn/2−π/24), n = 0, 1, 2, 3

1ı/4 = e(ı/4) log 1

= e(ı/4)(ı2πn)

= e−πn/2, n ∈ Z
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Rie²enie 2.12

cos z = 69
eız + e−ız

2
= 69

eı2z −138 eız +1 = 0

eız =
1
2

(
138±

√
1382 − 4

)
z = −ı log

(
69± 2

√
1190

)
z = −ı

(
ln
(

69± 2
√

1190
)

+ ı2πn
)

z = 2πn− ı ln
(

69± 2
√

1190
)
, n ∈ Z

Rie²enie 2.13

cot z = ı47

(eız + e−ız) /2
(eız − e−ız) /(ı2)

= ı47

eız + e−ız = 47
(
eız − e−ız

)
46 eı2z −48 = 0

ı2z = log
24
23

z = − ı
2

log
24
23

z = − ı
2

(
ln

24
23

+ ı2πn
)
, n ∈ Z

z = πn− ı

2
ln

24
23
, n ∈ Z
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Rie²enie 2.14
(a)

log(−ı) = ln | − ı|+ ı arg(−ı)

= ln(1) + ı
(
−π

2
+ 2πn

)
, n ∈ Z

log(−ı) = −ıπ
2

+ ı2πn, n ∈ Z

To sú navzájom rovnomerne vzdialené body na imaginárnej osi. Vi¤ obr. 2.2.

-1 1

-10

10

Obr. 2.2: Hodnoty log(−ı).

(b)

(−ı)−ı = e−ı log(−ı)

= e−ı(−ıπ/2+ı2πn), n ∈ Z

(−ı)−ı = e−π/2+2πn, n ∈ Z

Toto sú body na kladnej reálnej osi s akumulatívnym bodom v po£iatku. Vi¤ obr. 2.3.

(c)

3π = eπ log(3)

= eπ(ln(3)+ı arg(3))
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1

-1

1

Obr. 2.3: Hodnoty of (−ı)−ı.

3π = eπ(ln(3)+ı2πn), n ∈ Z

V²etky tieto body leºia na kruºnici s polomerom |eπ| so stredom v po£iatku v komplexnej rovine. Vi¤ obr. 2.4.
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Obr. 2.4: Hodnoty 3π.
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(d)

log(log(ı)) = log
(
ı
(π

2
+ 2πm

))
, m ∈ Z

= ln
∣∣∣π
2

+ 2πm
∣∣∣+ ıArg

(
ı
(π

2
+ 2πm

))
+ ı2πn, m, n ∈ Z

= ln
∣∣∣π
2

+ 2πm
∣∣∣+ ı sign(1 + 4m)

π

2
+ ı2πn, m, n ∈ Z

V²etky tieto body leºia v pravej polrovine. Vi¤ obr. 2.5.
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Obr. 2.5: Hodnoty log(log(ı)).

Rie²enie 2.15
(a)

(cosh(ıπ))ı2 =
(

eıπ + e−ıπ

2

)ı2
= (−1)ı2

= eı2 log(−1)

= eı2(ln(1)+ıπ+ı2πn), n ∈ Z

= e−2π(1+2n), n ∈ Z
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Toto sú body na kladnej reálnej osi s akumulatívnym bodom v po£iatku. Vi¤ obr. 2.6.

1000

-1

1

Obr. 2.6: Hodnoty (cosh(ıπ))ı2.

(b)

log
(

1
1 + ı

)
= − log(1 + ı)

= − log
(√

2 eıπ/4
)

= −1
2

ln(2)− log
(

eıπ/4
)

= −1
2

ln(2)− ıπ/4 + ı2πn, n ∈ Z

Tieto body leºia na vertikálnej priamke v komplexnej rovine. Vi¤ obr. 2.7.
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Obr. 2.7: Hodnoty log
(

1
1+ı

)
.

(c)

arctan(ı3) =
1
ı2

log
(
ı− ı3
ı+ ı3

)
=

1
ı2

log
(
−1

2

)
=

1
ı2

(
ln
(

1
2

)
+ ıπ + ı2πn

)
, n ∈ Z

=
π

2
+ πn+

ı

2
ln(2)

Tieto body leºia na horizontálnej priamke v komplexnej rovine. Vi¤ obr. 2.8.

Rie²enie 2.16

ıı = eı log(ı)

= eı(ln |ı|+ıArg(ı)+ı2πn), n ∈ Z

= eı(ıπ/2+ı2πn), n ∈ Z

= e−π(1/2+2n), n ∈ Z

Toto sú body na kladnej reálnej osi. Akumulatívny bod je v z = 0. Vi¤ obr. 2.9.
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Obr. 2.8: Hodnoty arctan(ı3).
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Obr. 2.9: Hodnoty ıı.
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log ((1 + ı)ıπ) = log
(

eıπ log(1+ı)
)

= ıπ log(1 + ı) + ı2πn, n ∈ Z
= ıπ (ln |1 + ı|+ ıArg(1 + ı) + ı2πm) + ı2πn, m, n ∈ Z

= ıπ

(
1
2

ln 2 + ı
π

4
+ ı2πm

)
+ ı2πn, m, n ∈ Z

= −π2

(
1
4

+ 2m
)

+ ıπ

(
1
2

ln 2 + 2n
)
, m, n ∈ Z

Vi¤ obr. 2.10 pre nákres.
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Obr. 2.10: Hodnoty log ((1 + ı)ıπ).
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Rie²enie 2.17
(a)

ez = ı

z = log ı
z = ln |ı|+ ı arg(ı)

z = ln(1) + ı
(π

2
+ 2πn

)
, n ∈ Z

z = ı
π

2
+ ı2πn, n ∈ Z

(b) Rovnicu môºeme rie²i´ rozpísaním funkcií sínus a kosínus pomocou exponenciálnej funkcie.

cos z = sin z
eız + e−ız

2
=

eız − e−ız

ı2
(1 + ı) eız = (−1 + ı) e−ız

eı2z =
−1 + ı

1 + ı

eı2z = ı

ı2z = log(ı)

ı2z = ı
π

2
+ ı2πn, n ∈ Z

z =
π

4
+ πn, n ∈ Z
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(c)

tan2 z = −1

sin2 z = − cos2 z

cos z = ±ı sin z
eız + e−ız

2
= ±ı

eız − e−ız

ı2
e−ız = − e−ız alebo eız = − eız

e−ız = 0 alebo eız = 0

ey−ıx = 0 alebo e−y+ıx = 0

ey = 0 alebo e−y = 0

z = ∅

Neexistujú ºiadne rie²enia pre kone£né z.
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Rie²enie 2.18
(a)

w = arctan(z)
z = tan(w)

z =
sin(w)
cos(w)

z =
(eıw − e−ıw) /(ı2)
(eıw + e−ıw) /2

z eıw +z e−ıw = −ı eıw +ı e−ıw

(ı+ z) eı2w = (ı− z)

eıw =
(
ı− z
ı+ z

)1/2

w = −ı log
(
ı− z
ı+ z

)1/2

arctan(z) =
ı

2
log
(
ı+ z

ı− z

)

Identi�kujme body vetvenia funkcie arkus tangens.

arctan(z) =
ı

2
(log(ı+ z)− log(ı− z))

Existujú body vetvenia v z = ±ı kôli logaritmickým £lenom. Preskúmajme bod v nekone£ne pomocou transformácie ζ = 1/z.

arctan(1/ζ) =
ı

2
log
(
ı+ 1/ζ
ı− 1/ζ

)
arctan(1/ζ) =

ı

2
log
(
ıζ + 1
ıζ − 1

)
Ke¤ ζ → 0, argument logaritmického £lena ide do −1, logaritmus nemá bod vetvenia v tomto bode. Ke¤ºe arctan(1/ζ) nemá bod
vetvenia v ζ = 0, arctan(z) nemá bod vetvenia v nekone£ne.
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(b)

w = arctanh(z)
z = tanh(w)

z =
sinh(w)
cosh(w)

z =
(ew − e−w) /2
(ew + e−w) /2

z ew +z e−w = ew − e−w

(z − 1) e2w = −z − 1

ew =
(
−z − 1
z − 1

)1/2

w = log
(
z + 1
1− z

)1/2

arctanh(z) =
1
2

log
(

1 + z

1− z

)
Identi�kujme body vetvenia funkcie hyperbolický arkus tangens.

arctanh(z) =
1
2

(log(1 + z)− log(1− z))

Existujú body vetvenia v z = ±1 kôli logaritmickým £lenom. Preskúmajme bod v nekone£ne pomocou transformácie ζ = 1/z.

arctanh(1/ζ) =
1
2

log
(

1 + 1/ζ
1− 1/ζ

)
arctanh(1/ζ) =

1
2

log
(
ζ + 1
ζ − 1

)
Ke¤ ζ → 0, argument logaritmického £lena ide do −1, logaritmus nemá bod vetvenia v tomto bode. Ke¤ºe arctanh(1/ζ) nemá bod
vetvenia v ζ = 0, arctanh(z) nemá bod vetvenia v nekone£ne.
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Rie²enie 2.19
(a)

cos
(
z1/2

)
= cos

(
±
√
z
)

= cos
(√
z
)

Je to jednozna£ná funkcia a neexistujú ºiadne body vetvenia.

(b)

(z + ı)−z = e−z log(z+ı)

= e−z(ln |z+ı|+ıArg(z+ı)+ı2πn), n ∈ Z

Existuje bod vetvenia v z = −ı. Existuje nekone£ne ve©a vetiev.

Rie²enie 2.20
(a) Existuje jednoduchý pól v z = −2. Funkcia má bod vetvenia v z = −1. Ke¤ºe je to jediný bod vetvenia v kone£nej komplexnej rovine

existuje tieº bod vetvenia v nekone£ne. Môºeme to overi´ pomocou substitúcie z = 1/ζ.

f

(
1
ζ

)
=

(1/ζ + 1)1/2

1/ζ + 2

=
ζ1/2(1 + ζ)1/2

1 + 2ζ

Ke¤ºe f(1/ζ) má bod vetvenia v ζ = 0, f(z) má bod vetvenia v nekone£ne.

(b) cos z je holomorfná funkcia na celej komplexnej rovine s podstatnou singularitou v nekone£ne. Teda f(z) má singularity len v miestach
kde 1/(1+z) má singularity. 1/(1+z) má jednoduchýpól v z = −1. Je analytická v²ade inde, vrátane bodu v nekone£ne. Teda môºeme
kon²tatova´ ºe f(z) má podstatnú singularitu v z = −1 a v²ade inde je analytická. Aby sme explicitne ukázali ºe z = −1 je podstatná
singularita, môºeme nájs´ rozvoj funkcie f(z) do Laurentovho radu v z = −1.

cos
(

1
1 + z

)
=
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
(z + 1)−2n

(c) 1− ez má jednoduché nuly v z = ı2nπ, n ∈ Z. Teda f(z) má dvojnásobné póly v týchto bodoch.

Bod v nekone£ne je neizolovaná singularita. Aby sme to zdôvodnili: V²imnime si ºe

f(z) =
1

(1− ez)2
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má dvojnásobné póly v z = ı2nπ, n ∈ Z. To znamená ºe f(1/ζ) má dvojnásobné póly v ζ = 1
ı2nπ , n ∈ Z. Tieto dvojnásobné póly sú

©ubovo©ne blízko pri ζ = 0. Neexistuje také okolie bodu okrem samotného bodu ζ = 0, na ktorom by f(1/ζ) bola analytická. Teda bod
ζ = 0, (z =∞), je neizolovaná singularita. Neexistuje rozvoj do Laurentovho radu v bode ζ = 0, (z =∞).

Bod v nekone£ne nie je ani bod vetvenia ani odstranite©ná singularita. A nie je to ani pól. Keby bol, existovalo by také n ºe
limz→∞ z−nf(z) = const 6= 0. Ke¤ºe z−nf(z) má dvojnásobne póly v kaºdom okolí nekone£na má, okrem samotného nekone£na
má, vy²²ieuvedená limita neexistuje. Takºe môºeme vyvodi´ záver ºe bod v nekone£ne je podstatná singularita.
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Kapitola 3

Analytické funkcie

3.1 Úvod

Komplexná derivácia. Komplexná derivácia je de�novaná ako

d
dz
f(z) = lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)
∆z

ak limita existuje a je nezávislá od spôsobu akým ∆z → 0.
V kartézskych súradniciach

d
dz

=
∂

∂x
= −ı ∂

∂y
,

a v polárnych súradniciach
d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ
.

Ke¤ºe komplexná derivácia je de�novaná pomocou rovnakého vzorca ako reálna derivácia, v²etky pravidlá diferenciálneho po£tu
funkcií reálnej premennej platia aj pre funkcie komplexnej premennej.

Analytické funkcie. Funkcia f(z) je analytická v oblasti ak existuje komplexná derivácia f ′(z) = d
dz f(z) na tejto oblasti.

Nutná podmienka analytickosti (Cauchy-Riemannove rovnice) Kartézske súradnice: Ak f(z) = u(x, y) + ıv(x, y), potom
ux = vy, uy = −vx. Polárne súradnice: Ak f(z) = u(r, θ) + ıv(r, θ), potom ur = 1

rvθ, uθ = −rvr. Ak f(z) = u(x, y) + ıv(x, y) je

67



de�novaná na nejakom okolí z0 = x0 + ıy0 a parciálne derivácie u a v sú spojité a sp¨¬ajú Cauchy-Riemannove rovnice potom f ′(z0)
existuje.

Harmonické funkcie. Funkcia u je harmonická ak jej druhé parciálne derivácie existujú, sú spojité a sp¨¬ajú Laplaceovu rovnicu
∆u = 0. V kartézskych súradniciach Laplacian má tvar ∆u ≡ uxx + uyy. Ak f(z) = u + ıv je analytická funkcia potom u a v sú
harmonické funkcie.

Harmonicky zdruºené funkcie. Ak u je harmonická na nejakej jednodocho súvislej oblasti, potom tam existuje harmonická
funkcia v taká ºe f(z) = u + ıv je analytická na danej oblasti. v sa nazýva harmonicky zdruºená funkcia k u. Harmonicky zdruºená
funkcia je de�novaná aº na aditívnu kon²tantu a je moºné ju zisti´ rie²ením Cauchy-Riemannových rovníc. Ak f(z) = u + ıv je
analytická funkcia potom u a v sú harmonické funkcie, teda ºe ich Laplaciany sa rovnajú nule: ∆u = ∆v = 0. Laplacian v kartézskych
a polárnych súradniciach má tvar

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, ∆ =

1
r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1
r2

∂2

∂θ2
.

Singularity. Ak funkcia nie je analytická v nejakom bode, potom hovoríme ºe ten bod je singulárny bod alebo singularita funkcie.

Delenie singularít:

Body vetvenia. Body vetvenia mnohozna£ných funkcií sú singularity.

Odstránite©né singularity. Ak limz→z0 f(z) existuje, potom z0 je odstránite©ná singularita. Taká singularita môºe by´ odstránená
a funkcia sa stane analytickou v z0 pomocou prede�novania hodnoty f (z0).

Póly. Ak limz→z0 (z − z0)n f(z) = kon²t. 6= 0 potom f(z) má n-násobný pól v z0.

Podstatné singularity. Ak z0 nie je ani bod vetvenia, ani odstránite©ná singularita a ani pól, potom je to podstatná singularita.

Izolované a neizolované singularity. Nech f(z) má singularitu v z0. Ak existuje okolie bodu z0, okrem samotného bodu z0, ktoré
neobsahuje ºiadne ¤al²ie singularity, potom bod je izolovanou singularitou. Iná£ to je neizolovaná singularita.
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3.2 Úlohy

Úloha 3.1
Uvaºujme dve funkcie f(z) a g(z) analytické v z0, pri£om f(z0) = g(z0) = 0 a g′(z0) 6= 0.

(a) Pouºite de�níciu komplexnej derivácie na odvodenie L'Hospitalovho pravidla:

lim
z→z0

f(z)
g(z)

=
f ′(z0)
g′(z0)

(b) Vypo£ítajte limity

lim
z→ı

1 + z2

2 + 2z6
, lim

z→ıπ

sinh(z)
ez +1

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.2
Ukáºte ºe ak f(z) je analytická a φ(x, y) = f(z) je dvakrát spojite diferencovate©ná, tak potom f ′(z) je analytická.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.3
Nájdite komplexné derivácie v smere jednotlivých osí pre f(z) = φ(r, θ).

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.4
Ukáºte ºe nasledujúce funkcie nie sú nikde analytické pomocou overovania kde existujú derivácie pod©a z.

(a) sinx cosh y − ı cosx sinh y

(b) x2 − y2 + x+ ı(2xy − y)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.5
Ak f(z) je analytická na nejakej oblasti a má kon²tantnú reálnu £as´, kon²tantnú imaginárnu £as´, alebo kon²tantný modul, ukáºte ºe f(z)
je kon²tantná.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 3.6
Ukáºte ºe funkcia

f(z) =

{
e−z

−4
pre z 6= 0,

0 pre z = 0.

sp¨¬a Cauchy-Riemannove rovnice v²ade, vrátane bodu z = 0, ale f(z) nie je analytická v po£iatku.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.7
Nájdite Cauchy-Riemannove rovnice pre nasledujúce tvary.

(a) f(z) = R(r, θ) eıΘ(r,θ)

(b) f(z) = R(x, y) eıΘ(x,y)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.8
(a) Ukáºte ºe ez nie je analytická.

(b) Nech f(z) je analytická funkcia z. Ukáºte ºe f(z) = f (z) je tieº analytická funkcia z.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.9
(a) Ur£te v²etky body z = x+ ıy kde sú nasledujúce funkcie diferencovate©né vzh©adom na z:

(i) x3 + y3

(ii)
x− 1

(x− 1)2 + y2
− ı y

(x− 1)2 + y2

(b) Ur£te v²etky body z kde sú tieto funkcie analytické.

(c) Ur£te ktoré z nasledujúcich funkcií v(x, y) sú imaginárnou £as´ou analytickej funkcie u(x, y) + ıv(x, y). Pre tie ktore sú, vypo£ítajte
reálnu £as´ u(x, y) a prepí²te odpove¤ v tvare explicitnej funkcie z = x+ ıy:

(i) x2 − y2

(ii) 3x2y

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 3.10
Nech

f(z) =

{
x4/3y5/3+ıx5/3y4/3

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

Ukáºte ºe Cauchy-Riemannove rovnice platia v z = 0, ale ºe f nie je diferencovate©ná v tomto bode.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.11
Uvaºujte komplexnú funkciu

f(z) = u+ ıv =

{
x3(1+ı)−y3(1−ı)

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

Ukáºte ºe parciálne derivácie u a v vzh©adom na x a y existujú v z = 0 a ºe tam ux = vy a uy = −vx: Cauchy-Riemannove rovnice platia
v z = 0. Na druhej strane, ukáºte ºe

lim
z→0

f(z)
z

neexistujé a teda ºe f nie je komplexne diferencovate©ná v z = 0.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.12
Ukáºte ºe funkcia log z je diferencovate©ná pre z 6= 0. Nájdite deriváciu logaritmu.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.13
Ukáºte ºe Cauchy-Riemannove rovnice pre analytickú funkciu f(z) = u(r, θ) + ıv(r, θ) sú

ur = vθ/r, uθ = −rvr.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.14
Nech w = u + ıv je analytická funkcia z. Nech φ(x, y) je ©ubovo©ná hladká funkcia x a y. Vyjadrené pomocou u a v, φ(x, y) = Φ(u, v).
Ukáºte ºe (w′ 6= 0)

∂Φ
∂u
− ı∂Φ

∂v
=
(

dw
dz

)−1(
∂φ

∂x
− ı∂φ

∂y

)
.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 3.15
Ukáºte ºe funkcie de�nované ako f(z) = log |z| + ı arg(z) a f(z) =

√
|z| eı arg(z)/2 sú analytické v oblasti |z| > 0, | arg(z)| < π. Aké sú

jednotlivé derivácie df/dz?
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.16
Ukáºte ºe nasledujúce funkcie u(x, y) sú harmonické. Pre kaºdú z nich nájdite príslu²nu funkciu v(x, y), tak aby w = u+ ıv bola analytická
funkcia.

(a) u(x, y) = xLog(r)− y arctan(x, y) (r 6= 0)

(b) u(x, y) = arg(z) (| arg(z)| < π, r 6= 0)

(c) u(x, y) = rn cos(nθ)

(d) u(x, y) = y/r2 (r 6= 0)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.17
(a) Pouºite Cauchy-Riemannove rovnice na stanovenie kde je funkcia

f(z) = (x− y)2 + ı2(x+ y)

diferencovate©ná a kde je analytická.

(b) Vyhodno´te deriváciu
f(z) = ex

2−y2
(cos(2xy) + ı sin(2xy))

a popí²te oblas´ analytickosti.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.18
Uvaºujte funkciu f(z) = u+ ıv s reálnymi a imaginárnymi £as´ami vyjadrenými pomocou x a y alebo r a θ.

(a) Ukáºte ºe Cauchy-Riemannove rovnice
ux = vy, uy = −vx

sú splnené a tieto parciálne derivácie sú spojité v bode z práve vtedy ke¤ polárny tvar Cauchy-Riemannovych rovníc

ur =
1
r
vθ,

1
r
uθ = −vr
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platí a tieto parciálne derivácie sú tam spojité.

(b) Ukáºte ºe sa dá ©ahko overi´ ºe Log z je analytická pre r > 0 a −π < θ < π s pouºitím polárneho tvaru Cauchy-Riemannovych rovníc
a ºe hodnota derivácie sa dá ©ahko získa´ zo vz´ahu pre polárne derivácie.

(c) Ukáºte ºe v polárnych súradniciach, Laplaceova rovnica nadobúda tvar

φrr +
1
r
φr +

1
r2
φθθ = 0.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 3.19
Ur£te ktoré z nasledujúcich funkcií sú reálnymi £as´ami analytickej funkcie a nájdite f(z) pre tie ktoré sú.

(a) u(x, y) = x3 − y3

(b) u(x, y) = sinhx cos y + x

(c) u(r, θ) = rn cos(nθ)

Nápoveda, Rie²enie
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3.3 Nápovedy

Nápoveda 3.1

Nápoveda 3.2
Za£nite s Cauchy-Riemannovymi rovnicami a potom derivujte pod©a x.

Nápoveda 3.3

Nápoveda 3.4

Nápoveda 3.5

Nápoveda 3.6

Nápoveda 3.7
Pouºite výsledok 3.3.

Nápoveda 3.8
Pouºite Cauchy-Riemannove rovnice.

Nápoveda 3.9

Nápoveda 3.10
Na vyhodnotenie ux(0, 0), at¤. pouºite de�níciu derivácie. Pokúste sa nájs´ f ′(z) pomocou de�nície komplexnej derivácie. Uvaºujte ∆z =
∆r eıθ.

Nápoveda 3.11
Na vyhodnotenie ux(0, 0), at¤. pouºite de�níciu derivácie. Pokúste sa nájs´ f ′(z) pomocou de�nície komplexnej derivácie. Uvaºujte ∆z =
∆r eıθ.
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Nápoveda 3.12

Nápoveda 3.13

Nápoveda 3.14

Nápoveda 3.15

Nápoveda 3.16

Nápoveda 3.17

Nápoveda 3.18

Nápoveda 3.19

Nápoveda 3.20

Nápoveda 3.21

75



3.4 Rie²enia
Rie²enie 3.1
(a) Uvaºujme L'Hospitalovo pravidlo.

lim
z→z0

f(z)
g(z)

=
f ′(z0)
g′(z0)

Za£neme pravou stranou a ukáºeme ºe je rovná ©avej strane. Najprv pouºijeme de�níciu komplexnej derivácie.

f ′(z0)
g′(z0)

=
limε→0

f(z0+ε)−f(z0)
ε

limδ→0
g(z0+δ)−g(z0)

δ

=
limε→0

f(z0+ε)
ε

limδ→0
g(z0+δ)

δ

Ke¤ºe obidve limity existujú, môºeme vzia´ limity s ε = δ.

f ′(z0)
g′(z0)

= lim
ε→0

f(z0 + ε)
g(z0 + ε)

f ′(z0)
g′(z0)

= lim
z→z0

f(z)
g(z)

To dokazuje L'Hospitalovo pravidlo.

(b)

lim
z→ı

1 + z2

2 + 2z6
=
[

2z
12z5

]
z=ı

=
1
6

lim
z→ıπ

sinh(z)
ez +1

=
[

cosh(z)
ez

]
z=ıπ

= 1

Rie²enie 3.2
Za£neme s Cauchy-Riemannovymi rovnicami a potom derivujeme pod©a x.

φx = −ıφy
φxx = −ıφyx

Zameníme poradie derivovania.

(φx)x = −ı (φx)y
(f ′)x = −ı (f ′)y

Ke¤ºe f ′(z) vyhovuje Cauchy-Riemannovym rovniciam a jej parciálne derivácie existujú a sú spojité, je analytická.
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Rie²enie 3.3
Vypo£ítajme komplexné derivácie v smeroch osí.

df
dz

=

(
∂
(
r eıθ

)
∂r

)−1
∂φ

∂r
= e−ıθ

∂φ

∂r
,

df
dz

=

(
∂
(
r eıθ

)
∂θ

)−1
∂φ

∂θ
= − ı

r
e−ıθ

∂φ

∂θ
.

Môºeme to napísa´ v operátorovej terminiológii.
d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ

Rie²enie 3.4
(a) Uvaºujme f(x, y) = sinx cosh y − ı cosx sinh y. Derivácie v smeroch osí x a y sú

∂f

∂x
= cosx cosh y + ı sinx sinh y

−ı∂f
∂y

= − cosx cosh y − ı sinx sinh y

Tieto derivácie existujú a sú v²ade spojité. Dajme výrazy do rovnosti a vytvoríme sústavu dvoch rovníc.

cosx cosh y = − cosx cosh y, sinx sinh y = − sinx sinh y
cosx cosh y = 0, sinx sinh y = 0(
x =

π

2
+ nπ

)
a (x = mπ alebo y = 0)

Funkcie môºu by´ diferencovate©né len v bodoch

x =
π

2
+ nπ, y = 0.

Teda funkcia nie je nikde analytická.

(b) Uvaºujme f(x, y) = x2 − y2 + x+ ı(2xy − y). Derivácie v smeroch osí x a y sú

∂f

∂x
= 2x+ 1 + ı2y

−ı∂f
∂y

= ı2y + 2x− 1
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Tieto derivácie existujú a sú v²ade spojité. Dajme výrazy do rovnosti a vytvoríme sústavu dvoch rovníc.

2x+ 1 = 2x− 1, 2y = 2y.

Ke¤ºe táto sústava rovníc nemá rie²enie, neexistujú body v ktorých je funkcia diferencovate©ná. Funkcia nie je nikde analytická.

Rie²enie 3.5
Kon²tantná reálna £as´. Najprv predpokladajme ºe f(z) má kon²tantnú reálnu £as´. Rie²me Cauchy-Riemannove rovnice a ur£me imag-
inárnu £as´.

ux = vy, uy = −vx
vx = 0, vy = 0

Integrujme prvú rovnicu a dostaneme v = a+ g(y) kde a je kon²tanta a g(y) je ©ubovo©ná funkcia. Potom to dosa¤me do druhej rovnice a
ur£me g(y).

g′(y) = 0
g(y) = b

Vidíme ºe imaginárna £as´ f(z) je kon²tanta a teda ºe f(z) je kon²tanta.
Kon²tantná imaginárna £as´. ¤alej predpokladajme ºe f(z) má kon²tantnú imaginárnu £as´. Rie²me Cauchy-Riemannove rovnice a

ur£me reálnu £as´.

ux = vy, uy = −vx
ux = 0, uy = 0

Integrujme prvú rovnicu a dostaneme u = a+ g(y) kde a je kon²tanta a g(y) je ©ubovo©ná funkcia. Potom to dosa¤me do druhej rovnice
a ur£me g(y).

g′(y) = 0
g(y) = b

Vidíme ºe reálna £as´ f(z) je kon²tanta a teda ºe f(z) je kon²tanta.
Kon²tantný modul. Nakoniec predpokladajme ºe f(z) má kon²tantný modul.

|f(z)| = kon²tanta√
u2 + v2 = kon²tanta

u2 + v2 = kon²tanta
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Derivujme túto rovnicu pod©a x a y.

2uux + 2vvx = 0, 2uuy + 2vvy = 0(
ux vx
uy vy

)(
u
v

)
= 0

Tento systém má netriviálne rie²enia pre u a v len ak je matica nesingulárna. (Triviálnym rie²enim u = v = 0 je kon²tantná funkcia
f(z) = 0.) Poloºme determinant matice rovný nule.

uxvy − uyvx = 0

Pouºijme Cauchy-Riemannove rovnice na zápis pomocou ux a uy.

u2
x + u2

y = 0

ux = uy = 0

Ke¤ºe jej parciálne derivácie sa rovnajú nule, u je kon²tanta. Z Cauchy-Riemannovych rovníc vidíme ºe parciálne derivácie v sa taktieº
rovnajú nule, takºe je kon²tanta. Môºeme teda uzavrie´ ºe f(z) je kon²tanta.

Kon²taný modul. Rie²me Cauchy-Riemannove rovnice v polárnom tvare a ur£me argument f(z) = R(x, y) eıΘ(x,y). Ke¤ºe funkcia má
kon²tantný modul R, jej parciálne derivácie sa rovnajú nule.

Rx = RΘy, Ry = −RΘx

RΘy = 0, RΘx = 0

Rovnice platia pre R = 0. Pre tento prípad, f(z) = 0. Uvaºujme nenulové R.

Θy = 0, Θx = 0

Vidíme ºe argument f(z) je kon²tanta a teda ºe f(z) je kon²tanta.

Rie²enie 3.6
Najprv overme ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené pre z 6= 0. V²imnime si ºe pre tento problem bude tvar

fx = −ıfy

vhodnej²í neº tvar
ux = vy, uy = −vx
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.

fx = 4(x+ ıy)−5 e−(x+ıy)−4

−ıfy = −ı4(x+ ıy)−5ı e−(x+ıy)−4
= 4(x+ ıy)−5 e−(x+ıy)−4

Cauchy-Riemannove rovnice platia pre z 6= 0.
Teraz uvaºujme bod z = 0.

fx(0, 0) = lim
∆x→0

f(∆x, 0)− f(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

e−∆x−4

∆x
= 0

−ıfy(0, 0) = −ı lim
∆y→0

f(0,∆y)− f(0, 0)
∆y

= −ı lim
∆y→0

e−∆y−4

∆y
= 0

Cauchy-Riemannove rovnice platia pre z = 0.
f(z) nie je analytická v bode z = 0. Ukáºeme to vypo£ítaním derivácie.

f ′(0) = lim
∆z→0

f(∆z)− f(0)
∆z

= lim
∆z→0

f(∆z)
∆z

Nech ∆z = ∆r eıθ, to znamená ºe sa pribliºujeme k po£iatku pod uhlom θ.

f ′(0) = lim
∆r→0

f
(
∆r eıθ

)
∆r eıθ

= lim
∆r→0

e−r
−4 e−ı4θ

∆r eıθ

Pre va£²inu hodnôt θ limita neexistuje. Uvaºujme θ = π/4.

f ′(0) = lim
∆r→0

er
−4

∆r eıπ/4
=∞
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Ke¤ºe limita neexistuje, funkcia nie je diferencovate©ná v z = 0. Spome¬me si ºe splnenie Cauchy-Riemannových rovníc je nutnou ale nie
posta£ujúcou podmienkou diferencovate©nosti.

Rie²enie 3.7
(a) Nájdime Cauchy-Riemannove rovnice pre

f(z) = R(r, θ) eıΘ(r,θ) .

Z úlohy 3.3 vieme ºe komplexná derivácia v smeroch polárnych súradníc je

d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ
.

Dajme do rovnosti derivácie v obidvoch smeroch.

e−ıθ
∂

∂r

[
R eıΘ

]
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ

[
R eıΘ

]
(Rr + ıRΘr) eıΘ = − ı

r
(Rθ + ıRΘθ) eıΘ

Prede©me eıΘ a dajme do rovnosti reálne a imaginárne £asti a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice.

Rr =
R

r
Θθ,

1
r
Rθ = −RΘr

(b) Nájdeme Cauchy-Riemannove rovnice pre
f(z) = R(x, y) eıΘ(x,y) .

Dajme do rovnosti derivácie v smeroch osí x a y.

∂

∂x

[
R eıΘ

]
= −ı ∂

∂y

[
R eıΘ

]
(Rx + ıRΘy) eıΘ = −ı (Rx + ıRΘy) eıΘ

Prede©me eıΘ a dajme do rovnosti reálne a imaginárne £asti a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice.

Rx = RΘy, Ry = −RΘx

Rie²enie 3.8
(a) Nutná podmienka pre analytickos´ na otvorenej mnoºine je splnenie Cauchy-Riemannovych rovníc na danej mnoºine. Napí²me ez v

kartézskom tvare.
ez = ex−ıy = ex cos y − ı ex sin y.
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Teraz ur£ime kde u = ex cos y a v = − ex sin y sp¨¬ajú Cauchy-Riemannove rovnice.

ux = vy, uy = −vx
ex cos y = − ex cos y, − ex sin y = ex sin y

cos y = 0, sin y = 0

y =
π

2
+ πm, y = πn

Teda vidíme ºe Cauchy-Riemannove rovnice nie sú nikde splnené. ez nie je nikde analytická.

(b) Ke¤ºe f(z) = u+ ıv je analytická, u a v sp¨¬ajú Cauchy-Riemannove rovnice a ich prvé parciálne derivácie sú spojité.

f(z) = f (z) = u(x,−y) + ıv(x,−y) = u(x,−y)− ıv(x,−y)

De�nujme f(z) ≡ µ(x, y) + ıν(x, y) = u(x,−y)− ıv(x, y). Teraz vidíme £i µ a ν sp¨¬ajú Cauchy-Riemannove rovnice.

µx = νy, µy = −νx
(u(x,−y))x = (−v(x,−y))y, (u(x,−y))y = −(−v(x,−y))x

ux(x,−y) = vy(x,−y), −uy(x,−y) = vx(x,−y)
ux = vy, uy = −vx

Teraz vidíme ºe Cauchy-Riemannove rovnice pre µ a ν sú splnené práve vtedy ak Cauchy-Riemannove rovnice pre u a v sú splnené.
Spojitos´ prvých parciálnych derivácií u a v znamená to isté pre µ a ν. Teda f(z) je analytická.

Rie²enie 3.9
(a) Nutná podmienka diferencovate©nosti funkcie f(z) = u + ıv v bode je splnenie Cauchy-Riemannových rovníc a aby prvé parciálne

derivácie u a v boli v danom bode spojité.

(i)
f(z) = x3 + y3 + ı0

Cauchy-Riemannove rovnice sú

ux = vy a uy = −vx
3x2 = 0 a 3y2 = 0
x = 0 a y = 0

Prvé parciálne derivácie sú spojité. Teda vidíme ºe funkcia je diferencovate©ná len v bode z = 0.
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(ii)

f(z) =
x− 1

(x− 1)2 + y2
− ı y

(x− 1)2 + y2

Cauchy-Riemannove rovnice sú

ux = vy a uy = −vx
−(x− 1)2 + y2

((x− 1)2 + y2)2
=
−(x− 1)2 + y2

((x− 1)2 + y2)2
a

2(x− 1)y
((x− 1)2 + y2)2

=
2(x− 1)y

((x− 1)2 + y2)2

Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené. Prvé parciálne derivácie sú spojité v²ade okrem bodu x = 1, y = 0. Teda funkcia je
diferencovate©ná v²ade okrem z = 1.

(b) (i) Funkcia nie je diferencovate©ná na ºiadnej otvorenej mnoºine. Teda funkcia nie je nikde analytická.

(ii) Funkcia je diferencovate©ná v²ade okrem z = 1. Teda funkcia je analytická v²ade okrem z = 1.

(c) (i) Najprv ur£ime £i je funkcia harmonická.

v = x2 − y2

vxx + vyy = 0
2− 2 = 0

Funkcia je harmonická v komplexnej rovine a je to imaginárna £as´ nejakej analytickej funkcie. Pozorovaním vidíme ºe táto funkcia
je

ız2 + c = −2xy + c+ ı
(
x2 − y2

)
,

kde c je reálna kon²tanta. Funkciu tieº môºeme nájs´ rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

ux = vy a uy = −vx
ux = −2y a uy = −2x

Integrujeme prvú rovnicu.

u = −2xy + g(y)
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g(y) je tu funkciou integrácie. Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice a ur£me g(y).

uy = −2x
−2x+ g′(y) = −2x

g′(y) = 0
g(y) = c

u = −2xy + c

f(z) = −2xy + c+ ı
(
x2 − y2

)
f(z) = ız2 + c

(ii) Najprv ur£me £i je funkcia harmonická.

v = 3x2y

vxx + vyy = 6y

Funkcia nie je harmonická. Nie je imaginárnou £as´ou ºiadnej analytickej funkcie.

Rie²enie 3.10
Napí²me reálnu a imaginárnu £as´ f(z) = u+ ıv.

u =

{
x4/3y5/3

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

, v =

{
x5/3y4/3

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

Cauchy-Riemannove rovnice sú
ux = vy, uy = −vx.

Vypo£ítajme parciálne derivácie u a v v bode x = y = 0 s pouºitím de�nície derivácie.

ux(0, 0) = lim
∆x→0

u(∆x, 0)− u(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0− 0
∆x

= 0

vx(0, 0) = lim
∆x→0

v(∆x, 0)− v(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

0− 0
∆x

= 0

uy(0, 0) = lim
∆y→0

u(0,∆y)− u(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0− 0
∆y

= 0

vy(0, 0) = lim
∆y→0

v(0,∆y)− v(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

0− 0
∆y

= 0
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Ke¤ºe ux(0, 0) = uy(0, 0) = vx(0, 0) = vy(0, 0) = 0, Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené. f(z) nie je analytická v bode z = 0. Ukáºeme
to výpo£tom derivácie v tom bode.

f ′(0) = lim
∆z→0

f(∆z)− f(0)
∆z

= lim
∆z→0

f(∆z)
∆z

Nech ∆z = ∆r eıθ, to znamená ºe sa blíºime k po£iatku pod uhlom θ. Potom x = ∆r cos θ a y = ∆r sin θ.

f ′(0) = lim
∆r→0

f
(
∆r eıθ

)
∆r eıθ

= lim
∆r→0

∆r4/3 cos4/3 θ∆r5/3 sin5/3 θ+ı∆r5/3 cos5/3 θ∆r4/3 sin4/3 θ
∆r2

∆r eıθ

= lim
∆r→0

cos4/3 θ sin5/3 θ + ı cos5/3 θ sin4/3 θ

eıθ

Hodnota limity závisí od θ a nie je kon²tantná. Teda táto limita neexistuje. Funkcia nie je diferencovate©ná v z = 0.

Rie²enie 3.11

u =

{
x3−y3

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

, v =

{
x3+y3

x2+y2 pre z 6= 0,
0 pre z = 0.

Cauchy-Riemannove rovnice sú
ux = vy, uy = −vx.

Parciálne derivácie u a v v bode x = y = 0 sú

ux(0, 0) = lim
∆x→0

u(∆x, 0)− u(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

∆x− 0
∆x

= 1,

vx(0, 0) = lim
∆x→0

v(∆x, 0)− v(0, 0)
∆x

= lim
∆x→0

∆x− 0
∆x

= 1,
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uy(0, 0) = lim
∆y→0

u(0,∆y)− u(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

−∆y − 0
∆y

= −1,

vy(0, 0) = lim
∆y→0

v(0,∆y)− v(0, 0)
∆y

= lim
∆y→0

∆y − 0
∆y

= 1.

Vidíme ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené v x = y = 0. f(z) nie je analytická v bode z = 0. Ukáºeme to výpo£tom derivácie v tom
bode.

f ′(0) = lim
∆z→0

f(∆z)− f(0)
∆z

= lim
∆z→0

f(∆z)
∆z

Nech ∆z = ∆r eıθ, to znamená ºe sa blíºime k po£iatku pod uhlom θ. Potom x = ∆r cos θ a y = ∆r sin θ.

f ′(0) = lim
∆r→0

f
(
∆r eıθ

)
∆r eıθ

= lim
∆r→0

(1+ı)∆r3 cos3 θ−(1−ı)∆r3 sin3 θ
∆r2

∆r eıθ

= lim
∆r→0

(1 + ı) cos3 θ − (1− ı) sin3 θ

eıθ

Hodnota limity závisí od θ a nie je kon²tantná. Teda táto limita neexistuje. Funkcia nie je diferencovate©ná v z = 0. Pripome¬me si ºe
splnenie Cauchy-Riemannovych rovníc je nutnou ale nie posta£ujúcou podmienkou diferencovate©nosti.
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Rie²enie 3.12
Ukáºeme ºe funkcia log z = φ(r, θ) = Log r + ıθ sp¨¬a Cauchy-Riemannove rovnice.

φr = − ı
r
φθ

1
r

= − ı
r
ı

1
r

=
1
r

Ke¤º logaritmus sp¨¬a Cauchy-Riemannove rovnice a prvé parciálne derivácie sú spojité pre z 6= 0, logaritmus je analytická funkcia pre
z 6= 0. Teraz vypo£ítajme deriváciu.

d
dz

log z = e−ıθ
∂

∂r
(Log r + ıθ)

= e−ıθ
1
r

=
1
z

Rie²enie 3.13
Komplexná derivácia v smeroch osí je

d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ
.

Substituujme f = u+ ıv do tejto identity a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach.

e−ıθ
∂f

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂f

∂θ
∂f

∂r
= − ı

r

∂f

∂θ

ur + ıvr = − ı
r

(uθ + ıvθ)

Dáme do rovnosti reálnu a imaginárnu £as´.

ur =
1
r
vθ, vr = −1

r
uθ

ur =
1
r
vθ, uθ = −rvr
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Rie²enie 3.14
Ke¤ºe w je analytická, u a v sp¨¬ajú Cauchy-Riemannove rovnice,

ux = vy a uy = −vx.

Pouºitím pravidla derivácie zloºenej funkcie môºeme napísa´ derivácie pod©a x a y pomocou u a v.

∂

∂x
= ux

∂

∂u
+ vx

∂

∂v
∂

∂y
= uy

∂

∂u
+ vy

∂

∂v

Teraz preskúmajme φx − ıφy.

φx − ıφy = uxΦu + vxΦv − ı (uyΦu + vyΦv)
φx − ıφy = (ux − ıuy) Φu + (vx − ıvy) Φv
φx − ıφy = (ux − ıuy) Φu − ı (vy + ıvx) Φv

Pouºijeme Cauchy-Riemannove rovnice na zápis uy a vy pomocou ux a vx.

φx − ıφy = (ux + ıvx) Φu − ı (ux + ıvx) Φv

Pripome¬me si ºe w′ = ux + ıvx = vy − ıuy.

φx − ıφy =
dw
dz

(Φu − ıΦv)

Teda vidíme ºe,

∂Φ
∂u
− ı∂Φ

∂v
=
(

dw
dz

)−1(
∂φ

∂x
− ı∂φ

∂y

)
.

Rie²enie 3.15
(a) Uvaºujme

f(z) = log |z|+ ı arg(z) = log r + ıθ.

Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach sú

ur =
1
r
vθ, uθ = −rvr.
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Vypo£ítajme derivácie.

ur =
1
r
,

1
r
vθ =

1
r

uθ = 0, −rvr = 0

Ke¤ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené a parciálne derivácie sú spojité, f(z) je analytická v |z| > 0, | arg(z)| < π. Komplexná
derivácia v polárnych súradniciach je

d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ
.

To pouºijeme na deriváciu f(z).
df
dz

= e−ıθ
∂

∂r
[log r + ıθ] = e−ıθ

1
r

=
1
z

(b) ¤alej uvaºujme

f(z) =
√
|z| eı arg(z)/2 =

√
r eıθ/2 .

Cauchy-Riemannove rovnice pre polárne súradnice a v polárnom tvare f(z) = R(r, θ) eıΘ(r,θ) sú

Rr =
R

r
Θθ,

1
r
Rθ = −RΘr.

Vypo£ítajme derivácie pre R =
√
r, Θ = θ/2.

Rr =
1

2
√
r
,

R

r
Θθ =

1
2
√
r

1
r
Rθ = 0, −RΘr = 0

Ke¤ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené a parciálne derivácie sú spojité, f(z) je analytická v |z| > 0, | arg(z)| < π. Komplexná
derivácia v polárnych súradniciach je

d
dz

= e−ıθ
∂

∂r
= − ı

r
e−ıθ

∂

∂θ
.

To pouºijeme na deriváciu f(z).
df
dz

= e−ıθ
∂

∂r
[
√
r eıθ/2] =

1
2 eıθ/2

√
r

=
1

2
√
z
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Rie²enie 3.16
(a) Uvaºujme funkciu

u = xLog r − y arctan(x, y) = r cos θ Log r − rθ sin θ

Vypo£ítajme Laplacian.

∆u =
1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2

=
1
r

∂

∂r
(cos θ(r + r Log r)− θ sin θ) +

1
r2

(r(θ sin θ − 2 cos θ)− r cos θ Log r)

=
1
r

(2 cos θ + cos θ Log r − θ sin θ) +
1
r

(θ sin θ − 2 cos θ − cos θ Log r)

= 0

Funkcia u je harmonická. Nájdime príslu²nu funkciu v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vr = −1
r
uθ, vθ = rur

vr = sin θ(1 + Log r) + θ cos θ, vθ = r (cos θ(1 + Log r)− θ sin θ)

Integrujeme prvú rovnicu pod©a r a ur£íme v aº na integra£nú kon²tantu g(θ).

v = r(sin θ Log r + θ cos θ) + g(θ)

Derivujeme tento výraz pod©a θ.
vθ = r (cos θ(1 + Log r)− θ sin θ) + g′(θ)

Porovnáme to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidíme ºe g′(θ) = 0. Teda g(θ) = c. Stanovili sme v.

v = r(sin θ Log r + θ cos θ) + c

Odpovedajúca analytická funkcia je

f(z) = r cos θ Log r − rθ sin θ + ı(r sin θ Log r + rθ cos θ + c).

(b) Uvaºujme funkciu
u = Arg(z) = θ.
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Vypo£ítajme Laplacian.

∆u =
1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2
= 0

Funkcia u je harmonická. Nájdime príslu²nu funkciu v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vr = −1
r
uθ, vθ = rur

vr = −1
r
, vθ = 0

Integrujeme prvú rovnicu pod©a r a ur£íme v aº na integra£nú kon²tantu g(θ).

v = −Log r + g(θ)

Derivujeme tento výraz pod©a θ.
vθ = g′(θ)

Porovnáme to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidíme ºe g′(θ) = 0. Teda g(θ) = c. Stanovili sme v.

v = −Log r + c

Odpovedajúca analytická funkcia je
f(z) = θ − ıLog r + ıc

(c) Uvaºujme funkciu
u = rn cos(nθ)

Vypo£ítajme Laplacian.

∆u =
1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2

=
1
r

∂

∂r
(nrn cos(nθ))− n2rn−2 cos(nθ)

= n2rn−2 cos(nθ)− n2rn−2 cos(nθ)
= 0

Funkcia u je harmonická. Nájdime príslu²nu funkciu v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vr = −1
r
uθ, vθ = rur

vr = nrn−1 sin(nθ), vθ = nrn cos(nθ)
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Integrujeme prvú rovnicu pod©a r a ur£íme v aº na integra£nú kon²tantu g(θ).

v = rn sin(nθ) + g(θ)

Derivujeme tento výraz pod©a θ.
vθ = nrn cos(nθ) + g′(θ)

Porovnáme to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidíme ºe g′(θ) = 0. Teda g(θ) = c. Stanovili sme v.

v = rn sin(nθ) + c

Odpovedajúca analytická funkcia je
f(z) = rn cos(nθ) + ırn sin(nθ) + ıc

(d) Uvaºujme funkciu

u =
y

r2
=

sin θ
r

Vypo£ítajme Laplacian.

∆u =
1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂θ2

=
1
r

∂

∂r

(
− sin θ

r

)
− sin θ

r3

=
sin θ
r3
− sin θ

r3

= 0

Funkcia u je harmonická. Nájdime príslu²nu funkciu v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vr = −1
r
uθ, vθ = rur

vr = −cos θ
r2

, vθ = − sin θ
r

Integrujeme prvú rovnicu pod©a r a ur£íme v aº na integra£nú kon²tantu g(θ).

v =
cos θ
r

+ g(θ)
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Derivujeme tento výraz pod©a θ.

vθ = − sin θ
r

+ g′(θ)

Porovnáme to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidíme ºe g′(θ) = 0. Teda g(θ) = c. Stanovili sme v.

v =
cos θ
r

+ c

Odpovedajúca analytická funkcia je

f(z) =
sin θ
r

+ ı
cos θ
r

+ ıc

Rie²enie 3.17
(a) Vypo£ítajme prvé parciálne derivácie u = (x− y)2 a v = 2(x+ y).

ux = 2(x− y)
uy = 2(y − x)
vx = 2
vy = 2

Substituujme tieto výrazy do Cauchy-Riemannovych rovníc.

ux = vy, uy = −vx
2(x− y) = 2, 2(y − x) = −2
x− y = 1, y − x = −1

y = x− 1

Ke¤ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené pozd¨º priamky y = x− 1 a parciálne derivácie sú spojité, funkcia f(z) je tam diferen-
covate©ná. Ke¤ºe funkcia nie je diferencovate©ná v okolí ºiadného bodu, nie je nikde analytická.

(b) Vypo£ítajme prvé parciálne derivácie u a v.

ux = 2 ex
2−y2

(x cos(2xy)− y sin(2xy))

uy = −2 ex
2−y2

(y cos(2xy) + x sin(2xy))

vx = 2 ex
2−y2

(y cos(2xy) + x sin(2xy))

vy = 2 ex
2−y2

(x cos(2xy)− y sin(2xy))
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Ke¤ºe Cauchy-Riemannove rovnice, ux = vy a uy = −vx, sú splnené v²ade a parciálne derivácie sú spojité, f(z) je v²ade diferencov-
ate©ná. Ke¤ºe funkcia f(z) je diferencovate©ná v okolí kaºdého bodu, je analytická v komplexnej rovine. Teraz vyhodno´me deriváciu.
Komplexná derivácia je derivácia v akomko©vek smere. Vyberieme si smer osi x.

f ′(z) = ux + ıvx

f ′(z) = 2 ex
2−y2

(x cos(2xy)− y sin(2xy)) + ı2 ex
2−y2

(y cos(2xy) + x sin(2xy))

f ′(z) = 2 ex
2−y2

((x+ ıy) cos(2xy) + (−y + ıx) sin(2xy))

Nájdenie derivácie je ©ah²ie ak si najprv napí²eme f(z) pomocou komplexnej premennej z a pouºijeme komplexnú deriváciu.

f(z) = ex
2−y2

(cos(2x, y) + ı sin(2xy))

f(z) = ex
2−y2

eı2xy

f(z) = e(x+ıy)2

f(z) = ez
2

f ′(z) = 2z ez
2

Rie²enie 3.18
(a) Predpokladajme ºe Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych súradniciach

ux = vy, uy = −vx
sú splnené a parciálne derivácie sú spojité v bode z. Napí²me derivácie v polárnych súradniciach pomocou derivácií v kartézskych
súradniciach aby sme overili Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach. Najprv vypo£ítajme derivácie.

x = r cos θ, y = r sin θ

wr =
∂x

∂r
wx +

∂y

∂r
wy = cos θwx + sin θwy

wθ =
∂x

∂θ
wx +

∂y

∂θ
wy = −r sin θwx + r cos θwy

Potom overme Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach.

ur = cos θux + sin θuy
= cos θvy − sin θvx

=
1
r
vθ
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1
r
uθ = − sin θux + cos θuy

= − sin θvy − cos θvx
= −vr

To dokazuje ºe Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych súradniciach platia práve vtedy ak platia Cauchy-Riemannove rovnice v
polárnych súradniciach. (Za predpokladu ºe parciálne derivácie sú spojité.) ¤alej dokáºme opa£né tvrdenie.

Predpokladajme ºe Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach

ur =
1
r
vθ,

1
r
uθ = −vr

sú splnené a parciálne derivácie sú spojité v bode z. Napí²me derivácie v kartézskych súradniciach pomocou derivácií v polárnych
súradniciach aby sme overili Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych súradniciach. Najprv vypo£ítajme derivácie.

r =
√
x2 + y2, θ = arctan(x, y)

wx =
∂r

∂x
wr +

∂θ

∂x
wθ =

x

r
wr −

y

r2
wθ

wy =
∂r

∂y
wr +

∂θ

∂y
wθ =

y

r
wr +

x

r2
wθ

Potom overme Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych súradniciach.

ux =
x

r
ur −

y

r2
uθ

=
x

r2
vθ +

y

r
vr

= uy

uy =
y

r
ur +

x

r2
uθ

=
y

r2
vθ −

x

r
vr

= −ux

To dokazuje ºe Cauchy-Riemannove rovnice v polárnych súradniciach platia práve vtedy ak platia Cauchy-Riemannove rovnice v
kartézskych súradniciach. Demon²trovali sme ekvivalenciu obidvoch tvarov.
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(b) Overme ºe log z je analytická pre r > 0 a −π < θ < π pouºitím polárneho tvaru Cauchy-Riemannovych rovníc.

Log z = ln r + ıθ

ur =
1
r
vθ,

1
r
uθ = −vr

1
r

=
1
r

1,
1
r

0 = −0

Ke¤ºe Cauchy-Riemannove rovnice sú splnené a parciálne derivácie sú spojité pre r > 0, log z je tam analytická. Vypo£ítajme hodnotu
derivácie pouºitím vz´ahov pre derivovanie v polárnom tvare.

d
dz

Log z = e−ıθ
∂

∂r
(ln r + ıθ) = e−ıθ

1
r

=
1
z

d
dz

Log z =
−ı
z

∂

∂θ
(ln r + ıθ) =

−ı
z
ı =

1
z

(c) Nech {xi} ozna£uje pravouhlé súradnice v rovine a nech {ξi} je orthogonálny súradnicový systém. Koe�cienty miery vzdialenosti hi sú
de�nované

hi =

√(
∂x1

∂ξi

)2

+
(
∂x2

∂ξi

)2

.

Laplacian je

∇2u =
1

h1h2

(
∂

∂ξ1

(
h2

h1

∂u

∂ξ1

)
+

∂

∂ξ2

(
h1

h2

∂u

∂ξ2

))
.

Najprv vypo£ítajme koe�cienty miery vzdialenosti v polárnych súradniciach.

hr =

√(
∂x

∂r

)2

+
(
∂y

∂r

)2

=
√

cos2 θ + sin2 θ = 1

hθ =

√(
∂x

∂θ

)2

+
(
∂y

∂θ

)2

=
√
r2 sin2 θ + r2 cos2 θ = r

Potom nachádzame Laplacian.

∇2φ =
1
r

(
∂

∂r
(rφr) +

∂

∂θ

(
1
r
φθ

))
V polárnych súradniciach, Laplaceova rovnica má tvar

φrr +
1
r
φr +

1
r2
φθθ = 0.
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Rie²enie 3.19
(a) Vypo£ítajme Laplacian z u(x, y) = x3 − y3.

∇2u = 6x− 6y

Ke¤ºe u nie je harmonická, nie je reálnou £as´ou analytickej funkcie.

(b) Vypo£ítajme Laplacian z u(x, y) = sinhx cos y + x.

∇2u = sinhx cos y − sinhx cos y = 0

Ke¤ºe u je harmonická, je reálnou £as´ou analytickej funkcie. Ur£me v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vx = −uy, vy = ux

vx = sinhx sin y, vy = coshx cos y + 1

Integrujeme prvú rovnicu a ur£íme v aº na aditívnu integra£nú kon²tantu y.

v = coshx sin y + g(y)

Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice. Týmto stanovíme v aº na aditívnu kon²tantu.

vy = coshx cos y + 1
coshx cos y + g′(y) = coshx cos y + 1

g′(y) = 1
g(y) = y + a

v = coshx sin y + y + a

f(z) = sinhx cos y + x+ ı(coshx sin y + y + a)

a je reálna kon²tanta. Napí²me funkciu pomocou z.

f(z) = sinh z + z + ıa

(c) Vypo£ítajme Laplacian z u(r, θ) = rn cos(nθ).

∇2u = n(n− 1)rn−2 cos(nθ) + nrn−2 cos(nθ)− n2rn−2 cos(nθ) = 0

Ke¤ºe u je harmonická, je reálnou £as´ou analytickej funkcie. Ur£me v rie²ením Cauchy-Riemannovych rovníc.

vr = −1
r
uθ, vθ = rur

vr = nrn−1 sin(nθ), vθ = nrn cos(nθ)
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Integrujeme prvú rovnicu a ur£íme v aº na aditívnu funkciu premennej θ.

v = rn sin(nθ) + g(θ)

Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice. Týmto stanovíme v aº na aditívnu kon²tantu.

vθ = nrn cos(nθ)
nrn cos(nθ) + g′(θ) = nrn cos(nθ)

g′(θ) = 0
g(θ) = a

v = rn sin(nθ) + a

f(z) = rn cos(nθ) + ı(rn sin(nθ) + a)

a je tu reálna kon²tanta. Napí²eme funkciu pomocou z.

f(z) = zn + ıa
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Kapitola 4

Krivkový integrál

4.1 Úvod

Vyhodnotenie pomocou parametrizácie. Nech krivka C je parametrizovaná pomocou z = z(t) pre t0 ≤ t ≤ t1. Potom diferenciál
na krivke je dz = z′(t) dt a krivkový integrál môºe by´ vyjadrený pomocou ur£itého integrálu:∫

C

f(z) dz =
∫ t1

t0

f(z(t))z′(t) dt

Horné ohrani£enie modulu integrálu.∣∣∣∣∫
C

f(z) dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

C

|f(z)| |dz| ≤
(

max
z∈C
|f(z)|

)
(d¨ºka C)

Cauchyho teoréma. Ak f(z) je analytická v kompaktnej, uzavretej, súvislej oblasti D potom integrál z f(z) na hranici oblasti je
nulový: ∮

∂D

f(z) dz =
∑
k

∮
Ck

f(z) dz = 0,

kde mnoºina kriviek {Ck} vytvára kladne orientovanú hranicu ∂D oblasti D.
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Cauchyho teoréma pre Jordanove krivky (²peciálny prípad). Ak f(z) je analytická vo vnútri jednoduchej uzavretej krivky
C potom integrál z f(z) na hranici oblasti je nulový: ∮

C

f(z) dz = 0.

Nezávislos´ na integra£nej ceste. Nech f(z) je analytická v jednoducho súvislej oblasti. Pre body a a b v oblasti, krivkový
integrál ∫ b

a

f(z) dz

je nezávislý na ceste spájajúcej tieto body.

Deformácia krivky. Nech f(z) je analytická v oblasti D. Ak mnoºina uzavretých kriviek {Cm} môºe by´ spojite deformovaná v
oblasti D do mnoºiny kriviek {Γn}, potom integrály pozd¨º {Cm} a {Γn} sa rovnajú.∫

{Cm}
f(z) dz =

∫
{Γn}

f(z) dz

Newton-Leibnizova formula. Ak f(z) je analytická v jednoducho súvislej oblasti D, potom∫ b

a

f(z) dz = F (b)− F (a),

kde F (z) je akýko©vek neur£itý integrál z f(z).
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4.2 Úlohy

Úloha 4.1
Nech C je oblúk odpovedajúci jednotkovej polkruºnici, |z| = 1, =(z) ≥ 0, orientovanej od z = −1 do z = 1. Vyhodno´te

(a)
∫
C

z2 dz

(b)
∫
C

∣∣z2
∣∣ dz

(c)
∫
C

z2 |dz|

(d)
∫
C

∣∣z2
∣∣ |dz|

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 4.2
Vyhodno´te ∫ ∞

−∞
e−(ax2+bx) dx,

kde a, b ∈ C a <(a) > 0. Vyuºite fakt ºe ∫ ∞
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 4.3
Vyhodno´te

2
∫ ∞

0

e−ax
2

cos(ωx) dx, a 2
∫ ∞

0

x e−ax
2

sin(ωx)dx,

kde <(a) > 0 a ω ∈ R.
Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 4.4
Pouºite povolenú parametrizáciu na vyhodnotenie ∫

C

(z − z0)n dz, n ∈ Z

pre nasledujúce prípady:

(a) C je kruºnica |z − z0| = 1 obiehaná proti smeru hodinových ru£i£iek.

(b) C je kruºnica |z − z0 − ı2| = 1 obiehaná proti smeru hodinových ru£i£iek.

(c) z0 = 0, n = −1 a C je uzavretá krivka de�novaná polárnou rovnicou

r = 2− sin2

(
θ

4

)
.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 4.5
(a) Vyuºite vlastnosti ohrani£enia a ukáºte ºe

lim
R→∞

∫
CR

z + Log z
z3 + 1

dz = 0,

kde CR je kladne orientovaná uzavretá krivka |z| = R.

(b) Ohrani£te ∣∣∣∣∫
C

Log z dz
∣∣∣∣ ,

kde C je oblúk na kruºnici |z| = 2 od −ı2 do ı2.

(c) Dedukujte ºe ∣∣∣∣∫
C

z2 − 1
z2 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ πrR2 + 1

R2 − 1
,

kde C je polkruºnica o polomere R > 1 so stredom v po£iatku.
Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 4.6
Nech C je holomorfná v celej komplexnej rovine, pozitívne orientovaná hranica polovice disku 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π v hornej polrovine.
Uvaºujme vetvu

f(z) =
√
r eıθ/2, −π

2
< θ <

3π
2

mnohozna£nej funkcie z1/2. Ukáºte zvlá²´ parametrickým vyhodnotením polkruºnice a dvoch polomerov ktoré vytvárajú hranicu ºe∫
C

f(z) dz = 0.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 4.7
Vyhodno´te nasledujúce krivkové integrály s pouºitím primitívnych funkcií a pre kaºdý odôvodnite va² postup.

(a) ∫
C

(
ız3 + z−3

)
dz,

kde C je £as´ priamky od z1 = 1 + ı po z2 = ı.

(b) ∫
C

sin2 z cos z dz,

kde C je pravoto£ivá ²pirála od z1 = π po z2 = ıπ.

(c) ∫
C

zı dz =
1 + e−π

2
(1− ı),

kde
zı = eıLog z, −π < Arg z < π.

C spája z1 = −1 a z2 = 1, leºiac nad reálnou osou okrem koncových bodov. (Nápoveda: prede�nujte zı tak aby zostala nezmenená
nad reálnou osou a bola súvislo de�novaná na reálnej osi.)

Nápoveda, Rie²enie
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4.3 Nápovedy

Nápoveda 4.1

Nápoveda 4.2
Nech C je paralelogram v komplexnej rovine s vrcholmi v ±R a ±R+ b/(2a). Uvaºujte integrál z e−az

2
na tejto krivke. Vezmite limitu pre

R→∞.

Nápoveda 4.3
Roz²írte rozsah integrácie na interval (−∞ . . .∞). Pouºite eıωx = cos(ωx) + ı sin(ωx) a výsledok úlohy 4.2.

Nápoveda 4.4

Nápoveda 4.5

Nápoveda 4.6

Nápoveda 4.7
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4.4 Rie²enia

Rie²enie 4.1
Parametrizujme krivku vz´ahom z = eıθ, s θ idúc od π do 0.

dz = ı eıθ dθ

|dz| = |ı eıθ dθ| = |dθ| = −dθ

(a)

∫
C

z2 dz =
∫ 0

π

eı2θ ı eıθ dθ

=
∫ 0

π

ı eı3θ dθ

=
[

1
3

eı3θ
]0

π

=
1
3
(
eı0− eı3π

)
=

1
3

(1− (−1))

=
2
3

(b)

∫
C

|z2|dz =
∫ 0

π

| eı2θ |ı eıθ dθ

=
∫ 0

π

ı eıθ dθ

=
[
eıθ
]0
π

= 1− (−1)
= 2
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(c) ∫
C

z2 |dz| =
∫ 0

π

eı2θ |ı eıθ dθ|

=
∫ 0

π

− eı2θ dθ

=
[ ı

2
eı2θ
]0
π

=
ı

2
(1− 1)

= 0

(d) ∫
C

|z2| |dz| =
∫ 0

π

| eı2θ ||ı eıθ dθ|

=
∫ 0

π

−dθ

= [−θ]0π
= π

Rie²enie 4.2

I =
∫ ∞
−∞

e−(ax2+bx) dx

Najprv dopl¬me do ²tvorca argument exponenciálnej funkcie.

I = eb
2/(4a)

∫ ∞
−∞

e−a(x+b/(2a))2 dx

Uvaºujme paralelogram v komplexnej rovine s vrcholmi v ±R a ±R+ b/(2a). Integrál e−az
2
na tejto krivke nadobúda nulovú hodnotu tak

ako aj celá funkcia. Dajme do súvisu integrál pozd¨º jednej strany paralelogramu s integrálmi pozd¨º ostatných troch strán.∫ R+b/(2a)

−R+b/(2a)

e−az
2

dz =

(∫ −R
−R+b/(2a)

+
∫ R

−R
+
∫ R+b/(2a)

R

)
e−az

2
dz.
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Prvý a tretí integrál na pravej strane idú k nule pre R→∞, pretoºe integrand ide k nule a d¨ºky kriviek po ktorých sa integruje sú kone£né.
Ked vezmeme limitu R→∞ dostávame,∫ ∞+b/(2a)

−∞+b/(2a)

e−az
2

dz ≡
∫ ∞
−∞

e−a(x+b/(2a))2 dx =
∫ ∞
−∞

e−ax
2

dx.

Teraz máme

I = eb
2/(4a)

∫ ∞
−∞

e−ax
2

dx.

Urobíme zmenu premenných ξ =
√
ax.

I = eb
2/(4a) 1√

a

∫ ∞
−∞

e−ξ
2

dξ

∫ ∞
−∞

e−(ax2+bx) dx =
√
π

a
eb

2/(4a)

Rie²enie 4.3
Uvaºujme

I = 2
∫ ∞

0

e−ax
2

cos(ωx) dx.

Ke¤ºe integrand je párnou funkciou,

I =
∫ ∞
−∞

e−ax
2

cos(ωx) dx.

Ke¤ºe e−ax
2

sin(ωx) je nepárnou funkciou,

I =
∫ ∞
−∞

e−ax
2

eıωx dx.

Vyhodno´me tento integrál s výsledkom úlohy 4.2.

2
∫ ∞

0

e−ax
2

cos(ωx) dx =
√
π

a
e−ω

2/(4a)

Uvaºujme

I = 2
∫ ∞

0

x e−ax
2

sin(ωx) dx.
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Ke¤ºe integrand je párnou funkciou,

I =
∫ ∞
−∞

x e−ax
2

sin(ωx) dx.

Ke¤ºe x e−ax
2

cos(ωx) je nepárnou funkciou,

I = −ı
∫ ∞
−∞

x e−ax
2

eıωx dx.

E²te integrujeme metódou per partes aby sme sa zbavili £lena x.

I = −ı
[
− 1

2a
e−ax

2
eıωx

]∞
−∞

+ ı

∫ ∞
−∞

(
− 1

2a
e−ax

2
ıω eıωx

)
dx

I =
ω

2a

∫ ∞
−∞

e−ax
2

eıωx dx

2
∫ ∞

0

x e−ax
2

sin(ωx) dx =
ω

2a

√
π

a
e−ω

2/(4a)

Rie²enie 4.4
(a) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

z − z0 = eıθ, θ ∈ [0 . . . 2π)

∫
C

(z − z0)n dz =
∫ 2π

0

eınθ ı eıθ dθ

=


[

eı(n+1)θ

n+1

]2π
0

pre n 6= −1

[ıθ]2π0 pre n = −1
=

{
0 pre n 6= −1
ı2π pre n = −1

(b) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

z − z0 = ı2 + eıθ, θ ∈ [0 . . . 2π)
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∫
C

(z − z0)n dz =
∫ 2π

0

(
ı2 + eıθ

)n
ı eıθ dθ

=


[

(ı2+eıθ)n+1

n+1

]2π

0

pre n 6= −1[
log
(
ı2 + eıθ

)]2π
0

pre n = −1
= 0

(c) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

z = r eıθ, r = 2− sin2

(
θ

4

)
, θ ∈ [0 . . . 4π)

Krivka obieha po£iatok dvakrát. Vi¤ obr. 4.1.

∫
C

z−1 dz =
∫ 4π

0

1
r(θ) eıθ

(r′(θ) + ır(θ)) eıθ dθ

=
∫ 4π

0

(
r′(θ)
r(θ)

+ ı

)
dθ

= [log(r(θ)) + ıθ]4π0

Ke¤ºe r(θ) nejde k nule, argument funkcie r(θ) sa nemení pri obiehaní krivky a teda logaritmický £len má tú istú hodnotu na za£iatku
aj na konci krivky. ∫

C

z−1 dz = ı4π

Rie²enie 4.5
(a) Parametrizujeme krivku pomocou z = R eıθ a ohrani£íme modul integrálu.∣∣∣∣∫

CR

z + Log z
z3 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

CR

∣∣∣∣z + Log z
z3 + 1

∣∣∣∣ |dz|
≤
∫ 2π

0

R+ lnR+ π

R3 − 1
R dθ

= 2πr
R+ lnR+ π

R3 − 1
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1

Obr. 4.1: Krivka: r = 2− sin2
(
θ
4

)
.

Horná hranica modulu integrálu ide k nule pre R→∞.

lim
R→∞

2πr
R+ lnR+ π

R3 − 1
= 0

Z toho môºeme vyvodi´ ºe integrál ide k nule pre R→∞.

lim
R→∞

∫
CR

z + Log z
z3 + 1

dz = 0

(b) Parametrizujeme krivku a ohrani£íme modul integrálu.

z = 2 eıθ, θ ∈ [−π/2 . . . π/2]
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∣∣∣∣∫
C

Log z dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

C

|Log z| |dz|

=
∫ π/2

−π/2
| ln 2 + ıθ|2 dθ

≤ 2
∫ π/2

−π/2
(ln 2 + |θ|) dθ

= 4
∫ π/2

0

(ln 2 + θ) dθ

=
π

2
(π + 4 ln 2)

(c) Parametrizujeme krivku a ohrani£íme modul integrálu.

z = R eıθ, θ ∈ [θ0 . . . θ0 + π]

∣∣∣∣∫
C

z2 − 1
z2 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

C

∣∣∣∣z2 − 1
z2 + 1

∣∣∣∣ |dz|
≤
∫ θ0+π

θ0

∣∣∣∣R2 eı2θ −1
R2 eı2θ +1

∣∣∣∣ |R dθ|

≤ R
∫ θ0+π

θ0

R2 + 1
R2 − 1

dθ

= πr
R2 + 1
R2 − 1

Rie²enie 4.6

∫
C

f(z) dz =
∫ 1

0

√
r dr +

∫ π

0

eıθ/2 ı eıθ dθ +
∫ 0

1

ı
√
r (−dr)

=
2
3

+
(
−2

3
− ı2

3

)
+ ı

2
3

= 0
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Rie²enie 4.7
(a) ∫

C

(
ız3 + z−3

)
dz =

[
ız4

4
− 1

2z2

]ı
1+ı

=
1
2

+ ı

V tomto príklade, primitívna funkcia je jednozna£ná.

(b) ∫
C

sin2 z cos z dz =
[

sin3 z

3

]ıπ
π

=
1
3
(
sin3(ıπ)− sin3(π)

)
= −ı sinh3(π)

3

Aj v tomto prípade, primitívna funkcia je jednozna£ná.

(c) Vyberieme si vetvu zı s −π/2 < arg(z) < 3π/2. Tá je v zhode s hlavnou hodnotou zı nad reálnou osou a je de�novaná spojite na
krivke integrovania. ∫

C

zı dz =
[
z1+ı

1 + ı

]eı0

eıπ

=
[

1− ı
2

e(1+ı) log z

]eı0

eıπ

=
1− ı

2

(
e0− e(1+ı)ıπ

)
=

1 + e−π

2
(1− ı)
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Kapitola 5

Cauchyho integrálny vzorec

5.1 Úvod

Cauchyho integrálny vzorec. Ak f(ζ) je analytická funkcia v kompaktnej, uzavretej, súvislej oblasti D a z je bod vo vnútri D,
potom

f(z) =
1
ı2π

∮
∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ =
1
ı2π

∑
k

∮
Ck

f(ζ)
ζ − z

dζ. (5.1)

Mnoºina kriviek {Ck} vytvára kladne orientovanú hranicu ∂D oblasti D. V²eobecnej²ie platí:

f (n)(z) =
n!
ı2π

∮
∂D

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ =
n!
ı2π

∑
k

∮
Ck

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ. (5.2)

Cauchyho nerovnos´. Ak f(ζ) je analytická v |ζ − z| ≤ r, potom∣∣∣f (n)(z)
∣∣∣ ≤ n!M

rn
,

kde |f(ζ)| ≤M , pre v²etky |ζ − z| = r.

Liouvilleova teoréma. Ak f(z) je analytická a |f(z)| je ohrani£ená v komplexnej rovine, potom f(z) je kon²tantná.

Základná teoréma algebry. Kaºdý polynóm stup¬a n ≥ 1 má presne n kore¬ov, po£ítajúc násobností.
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5.2 Úlohy

Úloha 5.1
Nech C je kruºnica o polomere 2 so stredom v po£iatku a orientovaná v kladnom smere. Vyhodno´te nasledujúce integrály:

(a)
∮
C

sin z
z2+5 dz

(b)
∮
C

z
z2+1 dz

(c)
∮
C
z2+1
z dz

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.2
Nech f(z) je analytická a ohrani£ená (t.j. |f(z)| < M) pre |z| > R, ale nie nevyhnutne analytická pre |z| ≤ R. Nech body α a β leºia vo
vnútri kruºnice |z| = R. Vyhodno´te ∮

C

f(z)
(z − α)(z − β)

dz,

kde C je akáko©vek uzavretá krivka mimo |z| = R, obsahujúca kruºnicu |z| = R. Potom predpokladajte ºe navy²e f(z) je v²ade analytická.
Dedukujte ºe f(α) = f(β).

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.3
Vyhodno´te ako funkciu t

ω =
1
ı2π

∮
C

ezt

z2(z2 + a2)
dz,

kde C je akáko©vek kladne orientovaná krivka okolo kruºnice |z| = a.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.4
Uvaºujte C1, (kladne orientovanú kruºnicu |z| = 4), a C2, (kladne orientovanú hranicu ²tvorca ktorého strany leºia pozd¨º priamok x = ±1,
y = ±1). Vysvetlite pre£o ∫

C1

f(z) dz =
∫
C2

f(z) dz

pre funkcie
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(a) f(z) =
1

3z2 + 1

(b) f(z) =
z

1− ez

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.5
Ukáºte ºe ak f(z) má tvar

f(z) =
αk
zk

+
αk−1

zk−1
+ · · ·+ α1

z
+ g(z), k ≥ 1

kde g je analytická vo vnútri a na C, (kladná kruºnica |z| = 1), potom∫
C

f(z) dz = ı2πα1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.6
Ukáºte ºe ak f(z) je analytická vo vnútri a na jednoduchej uzavretej krivke C a z0 nie je na C potom∫

C

f ′(z)
z − z0

dz =
∫
C

f(z)
(z − z0)2

dz.

V²imnite si ºe z0 môºe by´ bu¤ vo vnútri alebo vonku krivky C.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.7
Ak C je kladná kruºnica z = eıθ, ukáºte ºe pre ©ubovo©nú reálnu kon²tantu a,∫

C

eaz

z
dz = ı2π

a teda ∫ π

0

ea cos θ cos(a sin θ) dθ = π.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 5.8
Pouºite Cauchyho teorému a vhodné roz²írenia viacnásobne súvislých oblastí a vyhodno´te nasledujúce integrály. V kaºdom prípade odôvod-
nite svoj prístup.

(a) ∫
C

z

z3 − 9
dz,

kde C je kladne orientovaný obd¨ºnik ktorého strany leºia pozd¨º x = ±5, y = ±3.

(b) ∫
C

sin z
z2(z − 4)

dz,

kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = 2.

(c) ∫
C

(z3 + z + ı) sin z
z4 + ız3

dz,

kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = π.

(d) ∫
C

ezt

z2(z + 1)
dz,

kde C je ©ubovo©ná jednoduchá uzavretá krivka okolo |z| = 1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.9
Pouºite Liouvilleovu teorému a dokáºte následovné:

(a) Ak f(z) je holomorfná v celej komplexnej rovine s <(f(z)) ≤M pre v²etky z potom f(z) je kon²tantná.

(b) Ak f(z) je holomorfná v celej komplexnej rovine s |f (5)(z)| ≤M pre v²etky z potom f(z) je polynóm stup¬a nanajvý² 5.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 5.10
Nájdite v²etky funkcie f(z) analytické v oblasti D : |z| < R ktoré sp¨¬ajú f(0) = eı a |f(z)| ≤ 1 pre v²etky z v D.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 5.11
Nech f(z) =

∑∞
k=0 k

4
(
z
4

)k
. Yyhodno´te nasledujúce krivkové integrály, s odôvodnením postupu v kaºdom prípade:

(a)
∫
C

cos(ız)f(z) dz, kde C je kladná kruºnica |z − 1| = 1.

(b)
∫
C

f(z)
z3

dz, kde C je kladná kruºnica |z| = π.

Nápoveda, Rie²enie
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5.3 Nápovedy

Nápoveda 5.1

Nápoveda 5.2
Pre vyhodnotenie integrálu, uvaºujte kruºnicu v nekone£ne.

Nápoveda 5.3

Nápoveda 5.4

Nápoveda 5.5

Nápoveda 5.6

Nápoveda 5.7

Nápoveda 5.8

Nápoveda 5.9

Nápoveda 5.10

Nápoveda 5.11
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5.4 Rie²enia
Rie²enie 5.1

(a) Ke¤ºe integrand sin z
z2+5 je analytická funkcia vo vnútri a na krivke, (jediné singularity sú v z = ±ı

√
5 a nekone£ne), integrál je pod©a

Cauchyho teorémy nulový.

(b) Nejprv rozloºme integrand na parciálne zlomly.
z

z2 + 1
=

a

z − ı
+

b

z + ı

a =
z

z + ı

∣∣∣∣
z=ı

=
1
2
, b =

z

z − ı

∣∣∣∣
z=−ı

=
1
2

Teraz môºeme integrova´ s pouºitím Cauchyho vzorca.∫
C

z

z2 + 1
dz =

∫
C

1/2
z − ı

dz +
∫
C

1/2
z + ı

dz

=
1
2
ı2π +

1
2
ı2π

= ı2π

(c) ∫
C

z2 + 1
z

dz =
∫
C

(
z +

1
z

)
dz

=
∫
C

z dz +
∫
C

1
z

dz

= 0 + ı2π
= ı2π

Rie²enie 5.2
Nech C je kruºnica o polomere r, (r > R), so stredom v po£iatku. Hornú hranicu integrálu dostaneme pomocou horného ohrani£enia
modulu integrálu, (Výsledok 4.1).∣∣∣∣∮

C

f(z)
(z − α)(z − β)

dz
∣∣∣∣ ≤ 2πrmax

|z|=r

∣∣∣∣ f(z)
(z − α)(z − β)

∣∣∣∣ ≤ 2πr
M

(r − |α|)(r − |β|)
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Ak vezmeme limitu pre r →∞ vidíme ºe modul integrálu je zhora ohrani£ený nulou. Teda integrál nadobúda nulovú hodnotu.
Teraz predpokladajme ºe f(z) je analytická a vyhodno´me integrál pomocou Cauchyho integrálneho vzorca. (Predpokladáme ºe α 6= β.)∮

C

f(z)
(z − α)(z − β)

dz = 0∮
C

f(z)
(z − α)(α− β)

dz +
∮
C

f(z)
(β − α)(z − β)

dz = 0

ı2π
f(α)
α− β

+ ı2π
f(β)
β − α

= 0

f(α) = f(β)

Rie²enie 5.3
Vyhodno´me integrál pomocou Cauchyho integrálneho vzorca.

ω =
1
ı2π

∮
C

ezt

z2(z2 + a2)
dz

ω =
1
ı2π

∮
C

(
ezt

a2z2
+

ı ezt

2a3(z − ıa)
− ı ezt

2a3(z + ıa)

)
dz

ω =
[

d
dz

ezt

a2

]
z=0

+
ı eıat

2a3
− ı e−ıat

2a3

ω =
t

a2
− sin(at)

a3

ω =
at− sin(at)

a3

Rie²enie 5.4
(a) Rozloºme si menovate© integrandu.

1
3z2 + 1

=
1

3(z − ı
√

3/3)(z + ı
√

3/3)

Existujú dva jednoduché póly ktoré by mohli prispie´ k hodnote integrálu na uzavretej krivke. Obidva póly leºia vo vnútri obidvoch
kriviek. Vi¤ obr. 5.1. Vidíme ºe C1 môºe by´ spojite deformovaná na C2 v oblasti kde integrand je analytický. Teda integrály majú
rovnakú hodnotu.
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Obr. 5.1: Krivky a singularity pre 1
3z2+1 .

(b) Uvaºujme integrand
z

1− ez
.

Ke¤ºe ez = 1 má dve rie²enia z = ı2πn pre n ∈ Z, integrand má singularity v týchto bodoch. Existuje odstránite©ná singularita v z = 0
a jednoduché póly v z = ı2πn pre n ∈ Z \ {0}. Kaºdá krivka obsahuje len singularitu v z = 0. Vi¤ obr. 5.2. Vidíme ºe C1 môºe by´
spojite deformovaná na C2 v oblasti kde integrand je analytický. Teda integrály majú rovnakú hodnotu.

Rie²enie 5.5
Najprv napí²eme integrál z f(z) ako sumu integrálov.∫

C

f(z) dz =
∫
C

(αk
zk

+
αk−1

zk−1
+ · · ·+ α1

z
+ g(z)

)
dz

=
∫
C

αk
zk

dz +
∫
C

αk−1

zk−1
dz + · · ·+

∫
C

α1

z
dz +

∫
C

g(z) dz

Integrál z g(z) nadobúda nulovú hodnotu pod©a Cauchyho teorémy. Vyhodno´me integrál z α1/z pomocou Cauchyho integrálneho vzorca.∫
C

α1

z
dz = ı2πα1
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Obr. 5.2: Krivky a singularity pre z
1−ez .

Vyhodno´me zostávajúce £leny αn/zn pomocou primitívnych funkcií. Kaºdý z týchto integrálov nadobúda nulovú hodnotu.∫
C

f(z) dz =
∫
C

αk
zk

dz +
∫
C

αk−1

zk−1
dz + · · ·+

∫
C

α1

z
dz +

∫
C

g(z) dz

=
[
− αk

(k − 1)zk−1

]
C

+ · · ·+
[
−α2

z

]
C

+ ı2πα1

= ı2πα1

Rie²enie 5.6
Vyhodno´me integrály pomocou Cauchyho integrálneho vzorca. (Od z0 sa výºaduje aby neleºal na C aby integrály existovali.)∫

C

f ′(z)
z − z0

dz =

{
ı2πf ′(z0) ak z0 je vo vnútri C

0 ak z0 je zvonku C∫
C

f(z)
(z − z0)2

dz =

{
ı2π
1! f

′(z0) ak z0 je vo vnútri C

0 ak z0 je zvonku C

Teda vidíme ºe integrály sa rovnajú.
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Rie²enie 5.7
Najprv vyhodno´me integrál pomocou Cauchyho integrálneho vzorca.∫

C

eaz

z
dz = [eaz]z=0 = ı2π

¤alej parametrizujme cestu integrovania. Pouºijeme periodicitu kosínu a sínu na zjednodu²enie integrálu.∫
C

eaz

z
dz = ı2π∫ 2π

0

ea eıθ

eıθ
ı eıθ dθ = ı2π∫ 2π

0

ea(cos θ+ı sin θ) dθ = 2π∫ 2π

0

ea cos θ(cos(sin θ) + ı sin(sin θ)) dθ = 2π∫ 2π

0

ea cos θ cos(sin θ) dθ = 2π∫ π

0

ea cos θ cos(sin θ) dθ = π

Rie²enie 5.8
(a) Rozloºme si integrand a vidíme ºe sú tam singularity v kore¬och tretej odmocniny z 9.

z

z3 − 9
=

z(
z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 eı2π/3
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
)

Nech C1, C2 a C3 sú krivky okolo z = 3
√

9, z = 3
√

9 eı2π/3 a z = 3
√

9 e−ı2π/3. Vi¤ obr. 5.3. Nech D je oblas´ medzi C, C1 a C2, t.j.
hranica D je zjednotením C, −C1 a −C2. Ke¤ºe integrand je analytický na D, integrál pozd¨º hranice D nadobúda nulovú hodnotu.∫

∂D

z

z3 − 9
dz =

∫
C

z

z3 − 9
dz +

∫
−C1

z

z3 − 9
dz +

∫
−C2

z

z3 − 9
dz +

∫
−C3

z

z3 − 9
dz = 0

Z toho vidíme ºe integrál pozd¨º C je rovný sume integrálov pozd¨º C1, C2 a C3. (Tieº to môºeme vidie´ deformovaním C do C1, C2

a C3.) ∫
C

z

z3 − 9
dz =

∫
C1

z

z3 − 9
dz +

∫
C2

z

z3 − 9
dz +

∫
C3

z

z3 − 9
dz
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Na vyhodnotenie integrálov pozd¨º C1, C2 a C3 pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec.∫
C

z

z3 − 9
dz =

∫
C1

z(
z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 eı2π/3
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
) dz

+
∫
C2

z(
z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 eı2π/3
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
) dz

+
∫
C3

z(
z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 eı2π/3
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
) dz

= ı2π

[
z(

z − 3
√

9 eı2π/3
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
)]

z= 3√9

+ ı2π

[
z(

z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 e−ı2π/3
)]

z= 3√9 eı2π/3

+ ı2π

[
z(

z − 3
√

9
) (
z − 3
√

9 eı2π/3
)]

z= 3√9 e−ı2π/3

= ı2π3−5/3
(

1− eıπ/3 + eı2π/3
)

= 0

-6 -4 -2 2 4 6

-4

-2

2

4 C

C1C2

C3

Obr. 5.3: Krivky pre z
z3−9 .
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(b) Integrand má singularity v z = 0 a z = 4. Len singularita v z = 0 leºí vo vnútri krivky. Pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec na
vyhodnotenie integrálu. ∫

C

sin z
z2(z − 4)

dz = ı2π
[

d
dz

sin z
z − 4

]
z=0

= ı2π
[

cos z
z − 4

− sin z
(z − 4)2

]
z=0

= − ıπ
2

(c) Rozloºme si integrand a vidíme ºe sú tam singularity v z = 0 a z = −ı.∫
C

(z3 + z + ı) sin z
z4 + ız3

dz =
∫
C

(z3 + z + ı) sin z
z3(z + ı)

dz

Nech C1 a C2 sú krivky okolo z = 0 a z = −ı. Vi¤ obr. 5.4. Nech D je oblas´ medzi C, C1 a C2, t.j. hranica D je zjednotením C,
−C1 a −C2. Ke¤ºe integrand je analytický na D, integrál pozd¨º hranice D nadobúda nulovú hodnotu.∫

∂D

=
∫
C

+
∫
−C1

+
∫
−C2

= 0

Z toho vidíme ºe integrál pozd¨º C je rovný sume integrálov pozd¨º C1 a C2. (Tieº to môºeme vidie´ deformovaním C do C1 a C2.)∫
C

=
∫
C1

+
∫
C2

Pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec na vyhodnotenie integrálov pozd¨º C1 a C2.∫
C

(z3 + z + ı) sin z
z4 + ız3

dz =
∫
C1

(z3 + z + ı) sin z
z3(z + ı)

dz +
∫
C2

(z3 + z + ı) sin z
z3(z + ı)

dz

= ı2π
[

(z3 + z + ı) sin z
z3

]
z=−ı

+
ı2π
2!

[
d2

dz2

(z3 + z + ı) sin z
z + ı

]
z=0

= ı2π(−ı sinh(1)) + ıπ

[
2
(

3z2 + 1
z + ı

− z3 + z + ı

(z + ı)2

)
cos z

+
(

6z
z + ı

− 2(3z2 + 1)
(z + ı)2

+
2(z3 + z + ı)

(z + ı)3
− z3 + z + ı

z + ı

)
sin z

]
z=0

= 2π sinh(1)
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Obr. 5.4: Krivky pre (z3+z+ı) sin z
z4+ız3 .

(d) Uvaºujme integrál

∫
C

ezt

z2(z + 1)
dz.

Singularity sú v z = 0 a z = −1.

Nech C1 a C2 sú krivky okolo z = 0 a z = −1. Vi¤ obr. 5.5. Deformujme C do C1 a C2.

∫
C

=
∫
C1

+
∫
C2
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Pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec na vyhodnotenie integrálov pozd¨º C1 a C2.∫
C

ezt

z2(z + 1)
dz =

∫
C1

ezt

z2(z + 1)
dz +

∫
C1

ezt

z2(z + 1)
dz

= ı2π
[

ezt

z2

]
z=−1

+ ı2π
[

d
dz

ezt

(z + 1)

]
z=0

= ı2π e−t +ı2π
[
t ezt

(z + 1)
−

ezt

(z + 1)2

]
z=0

= ı2π(e−t +t− 1)

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

CC1
C2

Obr. 5.5: Krivky pre ezt

z2(z+1) .

Rie²enie 5.9
Liouvilleova teoréma hovorí ºe ak f(z) je analytická a ohrani£ená v komplexnej rovine potom f(z) je kon²tantná.

(a) Ke¤ºe f(z) je analytická, ef(z) je analytická. Modul ef(z) je ohrani£ený.∣∣∣ef(z)
∣∣∣ = e<(f(z)) ≤ eM

Z Liouvilleovej teorémy vyplýva ºe ef(z) je kon²tantná a teda f(z) je kon²tantná.

127



(b) Vieme ºe f(z) je holomorfná v celej komplexnej rovine a |f (5)(z)| je ohrani£ená v komplexnej rovine. Ke¤ºe f(z) je analytická, aj
f (5)(z) je analytická. Aplikujeme Liouvilleovu teorému na f (5)(z) a zistíme ºe je kon²tanta. Potom integrujeme aby sme ur£ili tvar f(z).

f(z) = c5z
5 + c4z

4 + c3z
3 + c2z

2 + c1z + c0

c5 tu predstavuje hodnotu f (5)(z) a výrazy od c4 po c0 sú integra£né kon²tanty. Vidíme ºe f(z) je polynóm stup¬a najviac 5.

Rie²enie 5.10
Pre tento problém pouºijeme teorému horného ohrani£enia modulu: Nech f(z) je analytická v uzavretej, súvislej oblasti, D. Extrémne
hodnoty modulu funkcie musia nasta´ na hranici. Ak |f(z)| má extrémy vo vnútri, potom funkcia je kon²tanta.

Ke¤ºe |f(z)| má extrémy vo vnútri, |f(0)| = | eı | = 1, f(z) je kon²tanta v D. Ke¤ºe poznáme hodnotu v z = 0, vieme ºe f(z) = eı.

Rie²enie 5.11
Najprv ur£íme polomer konvergencie radu pomocou následovného testu pomeru.

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ k4/4k

(k + 1)4/4k+1

∣∣∣∣
= 4 lim

k→∞

k4

(k + 1)4

= 4 lim
k→∞

24
24

= 4

Rad konverguje absolútne pre |z| < 4.

(a) Ke¤ºe integrand je analytický vo vnútri a na krivke integrovania, pod©a Cauchyho teorémy integrál nadobúda nulovú hodnotu.
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(b) ∫
C

f(z)
z3

dz =
∫
C

∞∑
k=0

k4
(z

4

)k 1
z3

dz

=
∫
C

∞∑
k=1

k4

4k
zk−3 dz

=
∫
C

∞∑
k=−2

(k + 3)4

4k+3
zk dz

=
∫
C

1
4z2

dz +
∫
C

1
z

dz +
∫
C

∞∑
k=0

(k + 3)4

4k+3
zk dz

Môºeme parametrizova´ prvý integrál aby sme ukázali ºe nadobúda nulovú hodnotu. Druhý integrál má pod©a Cauchyho teorémy
hodnotu ı2π. Tretí integrál pod©a Cauchyho teorémy nadobúda nulovú hodnotu, ke¤ºe integrand je analytický vo vnútri a na krivke.∫

C

f(z)
z3

dz = ı2π
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Kapitola 6

Rady a konvergencia

6.1 Úvod

6.1.1 De�nície

Konvergencia postupnosti. Nekone£ná postupnos´ {an}∞n=0 ≡ a0, a1, a2, . . . konverguje ak

lim
n→∞

an = a

pre nejakú kon²tantu a. Ak limita neexistuje, potom postupnos´ diverguje.

Konvergencia radu. Rad
∑∞
n=1 an konverguje ak postupnos´ £iasto£ných sú£tov, SN =

∑N−1
n=0 an, konverguje. To znamená,

lim
N→∞

SN = lim
N→∞

N−1∑
n=0

an = kon²tanta.

Ak limita neexistuje, potom rad diverguje. Nutná podmienka konvergencie radu je aby

lim
n→∞

an = 0.

Absolútna konvergencia. Rad
∑∞
n=0 an konverguje absolútne ak

∑∞
n=0 |an| konverguje. Absolútna konvergencia znamená kon-

vergenciu.
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6.1.2 �peciálne rady

Geometrický rad. Jeden z najdôleºitej²ích radov v matematike je geometrický rad,

∞∑
n=0

zn = 1 + z + z2 + z3 + · · · .

Rad konverguje pre |z| < 1 a diverguje pre |z| ≥ 1.

Harmonický rad. ¤al²í dôleºitý rad je harmonický rad,

∞∑
n=1

1
nα

= 1 +
1

2α
+

1
3α

+ · · · .

Rad je absolútne konvergentný pre <(α) > 1 a absolútne divergentný pre <(α) ≤ 1. Alternujúci harmonický rad je

∞∑
n=1

(−1)n+1

nα
= 1− 1

2α
+

1
3α
− 1

4α
+ · · · .

Znova, rad je absolútne konvergentný pre <(α) > 1 a absolútne divergentný pre <(α) ≤ 1.

6.1.3 Kritéria konvergencie

Porovnávacie kritérium.

Rad s kladnými £lenmi
∑
an konverguje ak existuje konvergentný rad

∑
bn taký ºe an ≤ bn pre v²etky n. Podobne,

∑
an diverguje

ak existuje divergentný rad
∑
bn taký ºe an ≥ bn pre v²etky n.

D'Alembertovo (podielové) kritérium.

Rad
∑
an konverguje absolútne ak

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1.

Ak limita je va£²ia ako jedna, potom rad diverguje. Ak je limita rovná jednej, potom kritérium nie je pouºite©né.
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Cauchyho (odmocninové) kritérium.

Rad
∑
an konverguje absolútne ak

lim
n→∞

|an|1/n < 1.

Ak je limita va£²ia ako jedna, potom rad diverguje. Ak je limita rovná jednej, potom kritérium nie je pouºite©né.

6.1.4 Rovnomerná konvergencia

Konvergencia. Uvaºujme rad v ktorom v²etky £leny sú funkcie premennej z,
∑∞
n=0 an(z). Rad je konvergentný v oblasti ak rak

konverguje pre kaºdý bod z v oblasti. Potom môºeme de�nova´ funkciu f(z) =
∑∞
n=0 an(z). Potom kritérium konvergencie môºeme

formulova´ ako: Pre ©ubovo©né dane ε > 0 existuje funkcia N(z) taká ºe

|f(z)− SN(z)(z)| =

∣∣∣∣∣∣f(z)−
N(z)−1∑
n=0

an(z)

∣∣∣∣∣∣ < ε

pre v²etky z v oblasti.

Rovnomerná konvergencia. Uvaºujme rad
∑∞
n=0 an(z) ktorý je konvergentný na nejakej oblasti. Ak miera konvergencie je

nezávislá od z, potom hovoríme ºe rad konverguje rovnomerne. Viac matematicky, rad je rovnomerne konvergentný v oblasti ak
pre ©ubovo©né dane ε > 0 existuje také N , nezávislé od z, ºe

|f(z)− SN (z)| =

∣∣∣∣∣f(z)−
N∑
n=1

an(z)

∣∣∣∣∣ < ε

pre v²etky z v oblasti.

6.1.5 Kritéria rovnomernej konvergencie

Weierstrassovo kritérium. Rad
∑∞
n=0 an(z) je rovnomerne a absolútne konvergentný v oblasti ak existuje konvergentný rad

kladných £lenov
∑∞
n=0Mn taký ºe |an(z)| ≤Mn pre v²etky z v oblasti.

Dirichletovo kritérium. Uvaºujme postupnos´ monotónne klesajúcich kladných kon²tánt cn s limitou v nule. Ak £iasto£né sumy
an(z) sú ohrani£ené na nejakej uzavretej oblasti, t. j. ∣∣∣∣∣

N∑
n=1

an(z)

∣∣∣∣∣ < kon²tanta
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pre v²etky N , potom
∑∞
n=1 cnan(z) je rovnomerne konvergentný na tejto uzavretej oblasti.

6.1.6 Rovnomerne konvergentný mocninový rad

Mocninový rad. Mocninové rady sú rady tvaru
∞∑
n=0

an(z − z0)n.

Oblas´ a polomer konvergencie mocninového radu. Oblas´ konvergencie mocninového radu

∞∑
n=0

anz
n

je kruh v komplexnej rovine s polomerom

R = lim
n→∞

|an|
|an+1|

ke¤ limita existuje.

Cauchy-Hadamardov vzorec. Polomer konvergencie mocninového radu:

∞∑
n=0

anz
n

je

R =
1

lim sup n
√
|an|

.

Absolútna konvergencia mocninového radu. Ak mocninový rad
∑∞
n=0 anz

n konverguje pre z = z0, potom rad konverguje
absolútne pre |z| < |z0|.

Rovnomerná konvergencia mocninového radu. Ak mocninový rad
∑∞
n=0 anz

n konverguje pre |z| < r0, potom rad konverguje
rovnomerne pre |z| ≤ r < r0.

Analytickos´ mocninového radu. Mocninový rad je analytický v oblasti kde je rovnomerne konvergentný.
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Derivácia mocninového radu. Ak C je krivka leºiaca v oblasti rovnomernej konvergencie mocninového radu
∑∞
n=0 anz

n, potom∫
C

∞∑
n=0

anz
n dz =

∞∑
n=0

an

∫
C

zn dz.

Integrácia mocninového radu. Mocninový rad môºeme derivova´ v oblasti jeho rovnomernej konvergencie a platí:

d
dz

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1z
n.

6.1.7 Taylorov rad

Taylorova teoréma. Nech f(z) je funkcia ktorá je jednozna£ná a analytická v |z−z0| < R. Pre v²etky z v tomto otvorenom disku,
f(z) má konvergentný Taylorov rozvoj

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)
n!

(z − z0)n. (6.1)

Tieº to môºeme písa´ ako

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, an =
f (n)(z0)
n!

=
1
ı2π

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1

dz, (6.2)

kde C je jednoduchá, kladná, uzavretá krivka v 0 < |z − z0| < R, ktorá raz obieha bod z0.

Newtonov binomický vzorec. Pre v²etky |z| < 1, a komplexné plati:

(1 + z)a = 1 +
(
a

1

)
z +

(
a

2

)
z2 +

(
a

3

)
z3 + · · ·

kde (
a

r

)
=
a(a− 1)(a− 2) · · · (a− r + 1)

r!
.

Ak a je komplexné, potom rozvoj je rozvojom hlavnej vetvy (1 + z)a. De�nujeme(
r

0

)
= 1,

(
0
r

)
= 0, pre r 6= 0,

(
0
0

)
= 1.
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6.1.8 Laurentov rad

Nech f(z) je jednozna£ná a analytická funkcia v prstenci R1 < |z−z0| < R2. Pre body v prstenci, funkcia má konvergentný Laurentov
rozvoj

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n,

kde

an =
1
ı2π

∮
C

f(z)
(z − z0)n+1

dz

a C je kladne orientovaná, uzavretá krivka okolo z0 leºiaca v prstenci. Integra£ná cesta je znázornená na obr. 6.1.

C

Im(z)

Re(z)

R

r

Obr. 6.1: Integra£ná cesta.
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6.2 Úlohy

Úloha 6.1
Ukáºte ºe ak

∑
an konverguje potom limn→∞ an = 0. To znamená, limn→∞ an = 0 je nutnou podmienkou konvergencie radu.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.2
Zistite £i nasledujúce rady konvergujú.

(a)
∞∑
n=2

1
ln (nn)

(b)
∞∑
n=2

ln n
√

lnn

(c)
∞∑
n=1

ln (2n)
ln (3n) + 1

(d)
∞∑
n=0

1
ln(n+ 20)

(e)
∞∑
n=0

4n + 1
3n − 2

(f)
∞∑
n=0

(Logπ 2)n

(g)
∞∑
n=2

n2 − 1
n4 − 1

(h)
∞∑
n=2

n2

(lnn)n

(i)
∞∑
n=2

(−1)n ln
(

1
n

)
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(j)
∞∑
n=2

(n!)2

(2n)!

(k)
∞∑
n=2

3n + 4n + 5
5n − 4n − 3

(l)
∞∑
n=2

n!
(lnn)n

(m)
∞∑
n=2

en

ln(n!)

(n)
∞∑
n=1

(n!)2

(n2)!

(o)
∞∑
n=1

n8 + 4n4 + 8
3n9 − n5 + 9n

(p)
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)

(q)
∞∑
n=1

cos(nπ)
n

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.3
Ukáºte ºe alternujúci harmonický rad

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ · · ·

je konvergentný.
Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 6.4
Pomocou Cauchyho kritéria konvergencie ukáºte ºe rad

∞∑
n=1

1
n

je divergentný.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.5
Je rad

∞∑
n=1

n!
nn

konvergentný?
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.6
Vyhodno´te

∑N−1
n=1 sin(nx).

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.7
Vyhodno´te

n∑
k=1

kzk a
n∑
k=1

k2zk

pre z 6= 1.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.8
Ktoré z nasledujúcich radov konvergujú? Nájdite ich sú£et.

(a)
1
2

+
1
6

+
1
12

+
1
20

+ · · ·

(b) 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·

(c)
∞∑
n=1

1
2n−1

1
3n

1
5n+1
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Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.9
Vyhodno´te nasledujúcu sumu.

∞∑
k1=0

∞∑
k2=k1

· · ·
∞∑

kn=kn−1

1
2kn

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.10
Nájdite polomer konvergencie nasledujúcich radov:

(a) z + (α− β)
z2

2!
+ (α− β)(α− 2β)

z3

3!
+ (α− β)(α− 2β)(α− 3β)

z4

4!
+ · · ·

(b)
∞∑
n=1

n

2n
(z − ı)n

(c)
∞∑
n=1

nnzn

(d)
∞∑
n=1

n!
nn
zn

(e)
∞∑
n=1

(3 + (−1)n)n zn

(f)
∞∑
n=1

(n+ αn) zn (|α| > 1)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.11
Nájdite polomer konvergencie nasledujúcich radov:

(a)
∞∑
k=0

kzk
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(b)
∞∑
k=1

kkzk

(c)
∞∑
k=1

k!
kk
zk

(d)
∞∑
k=0

(z + ı5)2k(k + 1)2

(e)
∞∑
k=0

(k + 2k)zk

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.12
Pouºitím geometrického radu, ukáºte ºe

1
(1− z)2

=
∞∑
n=0

(n+ 1)zn, pre |z| < 1,

a

log(1− z) = −
∞∑
n=1

zn

n
, pre |z| < 1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.13
Nájdite Tylorov rozvoj 1

1+z2 v z = 0. Ur£te polomer konvergencie Taylorovho radu zo singularít funkcie. Nájdite polomer konvergencie
pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.14
Pouºite dve metódy na nájdenie Taylorovho rozvoja funkcie log(1 + z) v z = 0 a ur£te polomer konvergencie. Najprv priamo aplikujte
Taylorovu teorému, potom derivujte geometrický rad.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 6.15
Nech f(z) = (1 + z)α je vetva pre ktorú f(0) = 1. Nájdite Taylorov rozvoj v z = 0. Aký je polomer konvergencie radu? (α je ©ubovo©né
komplexné £íslo.)

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.16
Nájdite Taylorov rozvoj v bode z = 1 pre nasledujúce funkcie. Aké sú polomery konvergencie?

(a)
1
z

(b) Log z

(c)
1
z2

(d) z Log z − z

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.17
Nájdite Taylorov rozvoj v bode z = 0 pre ez. Aký je polomer konvergencie? Pouºite to na nájdenie Taylorovho rozvoja funkcií cos z a sin z
v z = 0.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.18
Nájdite Taylorov rozvoj v bode z = π pre kosínus a sínus.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.19
(a) Nájdite prvé tri £leny v nasledujúcich Taylorovych radoch a uve¤te ich konvergen£né vlastnosti.

(i) e−z v z0 = 0

(ii)
1 + z

1− z
v z0 = ı

(iii)
ez

z − 1
v z0 = 0

(b) Uvaºujte funkciu f(z) ktorá je analytická pre |z − z0| < R. Ukáºte ºe rad získaný derivovaním Taylorovho radu funkcie f(z) £len po
£lene je vskutku Taylorovym radom funkcie f ′(z) a teda by mal konvergova´ rovnomerne k f ′(z) pre |z − z0| ≤ ρ < R.
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(c) Nájdite Taylorov rozvoj pre
1

(1− z)3

vhodnou deriváciou geometrického radu a stanovte polomer konvergencie.

(d) Uvaºujte vetvu f(z) = (z + 1)ı odpovedajúcu f(0) = 1. Nájdite Taylorov rozvoj v z0 = 0 a stanovte polomer konvergencie.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.20
Nájdite Laurentov rad z funkcie 1/(z − ı) v z = 0, pre |z| < 1 a |z| > 1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.21
Získajte Laurentov rozvoj z

f(z) =
1

(z + 1)(z + 2)
so stredom v z = 0 pre tri oblasti:

(a) |z| < 1

(b) 1 < |z| < 2

(c) 2 < |z|

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.22
Porovnaním Laurentovho rozvoja z (z + 1/z)m, m ∈ Z+, s binomickým rozvojom tohto výrazu, ukáºte ºe∫ 2π

0

(cos θ)m cos(nθ) dθ =

{
π

2m−1

(
m

(m−n)/2

)
−m ≤ n ≤ m a m− n párne

0 iná£

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.23
Nech funkcia f(z) je analytická v celej z-rovine, vrátane ∞, okrem bodu z = ı/2, kde má jednoduchý pól, a bodu z = 2, kde má
dvoj-násobný pól. Navy²e ∮

|z|=1

f(z) dz = ı2π,
∮
|z|=3

f(z) dz = 0,
∮
|z|=3

(z − 1)f(z) dz = 0.
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Nájdite f(z) a jej kompletný Laurentov rozvoj v z = 0.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.24
Nech f(z) =

∑∞
k=1 k

3
(
z
3

)k
. Preve¤te nasledujúce výpo£ty aj so zdôvodnením. Krivky sú kruºnice s polomerom jedna a so stredom v

po£iatku.

(a)
∫
|z|=1

eız f(z) dz

(b)
∫
|z|=1

f(z)
z4

dz

(c)
∫
|z|=1

f(z) ez

z2
dz

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 6.25
(a) Rozvi¬te f(z) = 1

z(1−z) do Laurentovho radu, tak aby konvergoval v nasledujúcich oblastiach:

(i) 0 < |z| < 1

(ii) |z| > 1

(iii) |z + 1| > 2

(b) Bez ur£enia radu, stanovte oblas´ konvergencie Laurentovho radu reprezentujucého f(z) = 1/(z4 + 4) v mocninách z − 1 tak aby
konvergoval v z = ı.
Nápoveda, Rie²enie
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6.3 Nápovedy

Nápoveda 6.1
Pouºite Cauchyho kritérium konvergencie radov. Konkrétne, uvaºujte |SN+1 − SN |.

Nápoveda 6.2
(a)

∞∑
n=2

1
ln (nn)

Zjednodu²te výraz za sumou.

(b)
∞∑
n=2

ln n
√

lnn

Zjednodu²te výraz za sumou. Pouºite porovnávacie kritérium.

(c)
∞∑
n=1

ln (2n)
ln (3n) + 1

Ukáºte ºe výrazy v sume sú nenulové pre n→∞

(d)
∞∑
n=0

1
ln(n+ 20)

Posu¬te indexy.

(e)
∞∑
n=0

4n + 1
3n − 2

Ukáºte ºe výrazy v sume sú nenulové pre n→∞
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(f)
∞∑
n=0

(Logπ 2)n

Je to geometrický rad.

(g)
∞∑
n=2

n2 − 1
n4 − 1

Zjednodu²te výraz za sumou. Pouºite porovnávacie kritérium.

(h)
∞∑
n=2

n2

(lnn)n

Porovnajte s geometrickým radom.

(i)
∞∑
n=2

(−1)n ln
(

1
n

)
Zgrupujte páry po sebe idúcich £lenov, tak aby ste dostali rad s kladnými £lenmi.

(j)
∞∑
n=2

(n!)2

(2n)!

Pouºite porovnávacie kritérium.

(k)
∞∑
n=2

3n + 4n + 5
5n − 4n − 3

Pouºite odmocninové kritérium.

(l)
∞∑
n=2

n!
(lnn)n

Ukáºte ºe dane výrazy sú nenulové pre n→∞.
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(m)
∞∑
n=2

en

ln(n!)

Ukáºte ºe dane výrazy sú nenulové pre n→∞.

(n)
∞∑
n=1

(n!)2

(n2)!

Pouºite podielove kritérium.

(o)
∞∑
n=1

n8 + 4n4 + 8
3n9 − n5 + 9n

Pouºite porovnávacie kritérium.

(p)
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
Pouºite porovnávacie kritérium.

(q)
∞∑
n=1

cos(nπ)
n

Zjednodu²te výraz za sumou.

Nápoveda 6.3
Zgrupujte £leny.

1− 1
2

=
1
2

1
3
− 1

4
=

1
12

1
5
− 1

6
=

1
30

· · ·
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Nápoveda 6.4
Ukáºte ºe

|S2n − Sn| >
1
2
.

Nápoveda 6.5
Pouºite podielove kritérium.

Nápoveda 6.6
V²imnite si ºe sin(nx) = =(eınx). Touto substitúciou dostaneme kone£ný geometrický rad.

Nápoveda 6.7
Nech Sn je suma. Uvaºujme Sn − zSn. Pouºite kone£ný geometrický sú£et.

Nápoveda 6.8
(a) Výraz za sumou je racionálna funkcia. Nájdite nieko©ko prvých £iasto£ných sú£tov.

(b)

(c) Je to geometrický rad.

Nápoveda 6.9

Nápoveda 6.10

Nápoveda 6.11

Nápoveda 6.12
Derivujte geometrický rad. Integrujte geometrický rad.

Nápoveda 6.13
Taylorov rad je geometrický rad.

Nápoveda 6.14
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Nápoveda 6.15

Nápoveda 6.16
(a)

1
z

=
1

1 + (z − 1)
Pravá strana je sú£et geometrického radu.

(b) Integrujte rad pre 1/z.

(c) Derivujte rad pre 1/z.

(d) Integrujte rad pre Log z.

Nápoveda 6.17
Vyhodno´te derivácie z ez v z = 0. Pouºite Taylorovu teorému. Napí²te kosínus a sínus pomocou exponenciálnej funkcie.

Nápoveda 6.18

cos z = − cos(z − π)
sin z = − sin(z − π)

Nápoveda 6.19

Nápoveda 6.20

Nápoveda 6.21

Nápoveda 6.22

Nápoveda 6.23
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Nápoveda 6.24

Nápoveda 6.25
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6.4 Rie²enia
Rie²enie 6.1∑∞
n=0 an konverguje práve vtedy ak £iasto£né sú£ty, Sn, sú Cauchyho postupnosti.

∀ε > 0 ∃N také ºe m,n > N ⇒ |Sm − Sn| < ε,

Konkrétne, môºeme uvaºova´ m = n+ 1.

∀ε > 0 ∃N také ºe n > N ⇒ |Sn+1 − Sn| < ε

V²imnime si ºe Sn+1 − sn = an.
∀ε > 0 ∃N také ºe n > N ⇒ |an| < ε

To je presne Cauchyho kritérium konvergencie pre postupnos´ {an}. Teda môºeme vidie´ ºe limn→∞ an = 0 je nutnou podmienkou
konvergencie radu

∑∞
n=0 an.

Rie²enie 6.2
(a)

∞∑
n=2

1
ln (nn)

=
∞∑
n=2

1
n ln(n)

Suma konverguje.

(b)
∞∑
n=2

ln n
√

lnn =
∞∑
n=2

1
n

ln(lnn) ≥
∞∑
n=2

1
n

Suma diverguje pod©a porovnávacieho kritéria.

(c)
∞∑
n=1

ln (2n)
ln (3n) + 1

=
∞∑
n=1

n ln 2
n ln 3 + 1

=
∞∑
n=1

ln 2
ln 3 + 1/n

Ke¤ºe £leny v sume nejdú k nule pre n→∞, rad je divergentný.

(d)
∞∑
n=0

1
ln(n+ 20)

=
∞∑

n=20

1
lnn

Rad diverguje.
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(e)
∞∑
n=0

4n + 1
3n − 2

Ke¤ºe £leny v sume nejdú k nule pre n→∞, rad je divergentný.

(f)
∞∑
n=0

(Logπ 2)n

Je to geometrický rad. Ke¤ºe |Logπ 2| < 1, rad konverguje.

(g)
∞∑
n=2

n2 − 1
n4 − 1

=
∞∑
n=2

1
n2 + 1

<

∞∑
n=2

1
n2

Rad konverguje v porovnaní s harmonickým radom.

(h)
∞∑
n=2

n2

(lnn)n
=
∞∑
n=2

(
n2/n

lnn

)n
Ke¤ºe n2/n → 1 pre n→∞, n2/n/ lnn→ 0 pre n→∞. Rad konverguje v porovnaní s geometrickým radom.

(i) Dáme dohromady páry po sebe nasledujúcich £lenov a dostaneme rad s kladnými £lenmi.

∞∑
n=2

(−1)n ln
(

1
n

)
=
∞∑
n=1

(
ln
(

1
2n

)
− ln

(
1

2n+ 1

))
=
∞∑
n=1

ln
(

2n+ 1
2n

)
Rad na pravej strane diverguje pretoºe £leny nejdú k nule pre n→∞.

(j)
∞∑
n=2

(n!)2

(2n)!
=
∞∑
n=2

(1)(2) · · ·n
(n+ 1)(n+ 2) · · · (2n)

<

∞∑
n=2

1
2n

Rad konverguje v porovnaní s geometrickým radom.
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(k)
∞∑
n=2

3n + 4n + 5
5n − 4n − 3

Pouºijeme odmocninové kritérium na overenie konvergencie.

lim
n→∞

|an|1/n = lim
n→∞

∣∣∣∣3n + 4n + 5
5n − 4n − 3

∣∣∣∣1/n
= lim
n→∞

4
5

∣∣∣∣ (3/4)n + 1 + 5/4n

1− (4/5)n − 3/5n

∣∣∣∣1/n
=

4
5

< 1

Vidíme ºe rad je absolútne konvergentný.

(l) Pouºijeme porovnávacie kritérium.

∞∑
n=2

n!
(lnn)n

>

∞∑
n=2

(n/2)n/2

(lnn)n
=
∞∑
n=2

(√
n/2

lnn

)n

Ke¤ºe £leny v rade na pravej strane nejdú k nule pre n→∞, rad je divergentný.

(m) Pouºijeme porovnávacie kritérium.
∞∑
n=2

en

ln(n!)
>

∞∑
n=2

en

ln(nn)
=
∞∑
n=2

en

n ln(n)

Ke¤ºe £leny v rade na pravej strane nejdú k nule pre n→∞, rad je divergentný.

(n)
∞∑
n=1

(n!)2

(n2)!
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Pouºijeme d'Alembertovo kritérium.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ ((n+ 1)!)2(n2)!
((n+ 1)2)!(n!)2

∣∣∣∣
= lim
n→∞

∣∣∣∣ (n+ 1)2

((n+ 1)2 − n2)!

∣∣∣∣
= lim
n→∞

∣∣∣∣ (n+ 1)2

(2n+ 1)!

∣∣∣∣
= 0

Rad je konvergentný.

(o)

∞∑
n=1

n8 + 4n4 + 8
3n9 − n5 + 9n

=
∞∑
n=1

1
n

1 + 4n−4 + 8n−8

3− n−4 + 9n−8

>
1
4

∞∑
n=1

1
n

Vidíme ºe rad je divergentný v porovnaní s harmonickým radom.

(p)
∞∑
n=1

(
1
n
− 1
n+ 1

)
=
∞∑
n=1

1
n2 + n

<

∞∑
n=1

1
n2

Rad konverguje pod©a porovnávacieho kritéria.

(q)
∞∑
n=1

cos(nπ)
n

=
∞∑
n=1

(−1)n

n

Tento rad je alternujúci harmonický, a teda podmiene£ne (nie absolútne) konvergentný.
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Rie²enie 6.3

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
=
∞∑
n=1

(
1

2n− 1
− 1

2n

)

=
∞∑
n=1

1
(2n− 1)(2n)

<

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

<
1
2

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

12

Teda rad je konvergentný.

Rie²enie 6.4
Ke¤ºe

|S2n − Sn| =

∣∣∣∣∣∣
2n−1∑
j=n

1
j

∣∣∣∣∣∣
≥

2n−1∑
j=n

1
2n− 1

=
n

2n− 1

>
1
2

rad nesp¨¬a Cauchyho kritérium konvergencie.
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Rie²enie 6.5
Pouºijeme d'Alembertovo kritérium.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)!nn

n!(n+ 1)(n+1)

= lim
n→∞

nn

(n+ 1)n

= lim
n→∞

(
n

(n+ 1)

)n
=

1
e

< 1,

vidíme ºe rad je absolútne konvergentný.
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Rie²enie 6.6

N−1∑
n=1

sin(nx) =
N−1∑
n=0

sin(nx)

=
N−1∑
n=0

=(eınx)

= =

(
N−1∑
n=0

(eıx)n
)

=

{
=(N) pre x = 2πk

=
(

1−eınx

1−eıx

)
pre x 6= 2πk

=

{
0 pre x = 2πk

=
(

e−ıx/2− eı(N−1/2)x

e−ıx/2− eıx/2

)
pre x 6= 2πk

=

{
0 pre x = 2πk

=
(

e−ıx/2− eı(N−1/2)x

−ı2 sin(x/2)

)
pre x 6= 2πk

=

{
0 pre x = 2πk

<
(

e−ıx/2− eı(N−1/2)x

2 sin(x/2)

)
pre x 6= 2πk

N−1∑
n=1

sin(nx) =

{
0 pre x = 2πk
cos(x/2)−cos((N−1/2)x)

2 sin(x/2) pre x 6= 2πk

Rie²enie 6.7
Nech

Sn =
n∑
k=1

kzk.
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Sn − zSn =
n∑
k=1

kzk −
n∑
k=1

kzk+1

=
n∑
k=1

kzk −
n+1∑
k=2

(k − 1)zk

=
n∑
k=1

zk − nzn+1

=
z − zn+1

1− z
− nzn+1

n∑
k=1

kzk =
z(1− (n+ 1)zn + nzn+1)

(1− z)2

Nech

Sn =
n∑
k=1

k2zk.

Sn − zSn =
n∑
k=1

(k2 − (k − 1)2)zk − n2zn+1

= 2
n∑
k=1

kzk −
n∑
k=1

zk − n2zn+1

= 2
z(1− (n+ 1)zn + nzn+1)

(1− z)2
− z − zn+1

1− z
− n2zn+1

n∑
k=1

k2zk =
z(1 + z − zn(1 + z + n(n(z − 1)− 2)(z − 1)))

(1− z)3

Rie²enie 6.8
(a)

∞∑
n=1

an =
1
2

+
1
6

+
1
12

+
1
20

+ · · ·
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Usudzujeme ºe £leny v sume sú racionálne funkcie suma£ných indexov. To znamená, an = 1/p(n) kde p(n) je polynóm. Pouºili sme
delené rozdiely na stanovenie stup¬a polynómu.

2 6 12 20
4 6 8

2 2

Vidíme ºe polynóm je druhého stup¬a: p(n) = an2 + bn+ c. Nájdime jeho koe�cienty.

a+ b+ c = 2
4a+ 2b+ c = 6
9a+ 3b+ c = 12

p(n) = n2 + n

Vy²etríme nieko©ko prvých £iasto£ných sú£tov.

S1 =
1
2

S2 =
2
3

S3 =
3
4

S4 =
4
5

Usudzujeme ºe Sn = n/(n+ 1). Dokáºeme to indukciou. Základný prípad je pre n = 1. S1 = 1/(1 + 1) = 1/2. Teraz predpokladajme
induk£nú hypotézu a vypo£ítajme Sn+1.

Sn+1 = Sn + an+1

=
n

n+ 1
+

1
(n+ 1)2 + (n+ 1)

=
n+ 1
n+ 2
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To dokazuje induk£nú hypotézu. Vypo£ítajme limitu £iasto£ných sú£tov na vyhodnotenie radu.

∞∑
n=1

1
n2 + n

= lim
n→∞

n

n+ 1

∞∑
n=1

1
n2 + n

= 1

(b)
∞∑
n=0

(−1)n = 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·

Ke¤ºe £leny v sume nejdú k nule pre n→∞, rad je divergentný.

(c) Môºeme priamo spo£íta´ sú£et tohto geometrického radu.

∞∑
n=1

1
2n−1

1
3n

1
5n+1

=
1
75

1
1− 1/30

=
2

145

Rie²enie 6.9
Najvnútornej²ia suma je geometrický rad.

∞∑
kn=kn−1

1
2kn

=
1

2kn−1

1
1− 1/2

= 21−kn−1

To nám dáva vz´ah medzi n do seba vloºených súm a n− 1 do seba vloºených súm.

∞∑
k1=0

∞∑
k2=k1

· · ·
∞∑

kn=kn−1

1
2kn

= 2
∞∑
k1=0

∞∑
k2=k1

· · ·
∞∑

kn−1=kn−2

1
2kn−1

Vyhodno´me n do seba vloºených súm indukciou.

∞∑
k1=0

∞∑
k2=k1

· · ·
∞∑

kn=kn−1

1
2kn

= 2n
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Rie²enie 6.10
(a) Predpokladáme ºe β 6= 0. Ur£íme polomer konvergencie pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
= lim
n→∞

∣∣∣∣ (α− β) · · · (α− (n− 1)β)/n!
(α− β) · · · (α− nβ)/(n+ 1)!

∣∣∣∣
= lim
n→∞

∣∣∣∣ n+ 1
α− nβ

∣∣∣∣
=

1
|β|

Rad konverguje absolútne pre |z| < 1/|β|.

(b) Zo vzorca pre d'Alembertovo podielové kritérium vyplýva ºe polomer absolútnej konvergencie je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ n/2n

(n+ 1)/2n+1

∣∣∣∣
= 2 lim

n→∞

∣∣∣∣ n

n+ 1

∣∣∣∣
= 2

Zo vzorca pre odmocninové kritérium vyplýva ºe polomer absolútnej konvergencie je

R =
1

limn→∞
n
√
|n/2n|

=
2

limn→∞
n
√
n

= 2

Rad konverguje absolútne pre |z − ı| < 2.
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(c) Polomer konvergencie ur£íme pomocou Cauchyho kritéria.

R =
1

lim sup n
√
|an|

=
1

lim sup n
√
|nn|

=
1

lim supn
= 0

Rad konverguje len pre z = 0.

(d) Pod©a d'Alembertovho podielového kritéria, polomer absolútnej konvergencie je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ n!/nn

(n+ 1)!/(n+ 1)n+1

∣∣∣∣
= lim
n→∞

∣∣∣∣ (n+ 1)n

nn

∣∣∣∣
= lim
n→∞

(
n+ 1
n

)n
= exp

(
lim
n→∞

ln
((

n+ 1
n

)n))
= exp

(
lim
n→∞

n ln
(
n+ 1
n

))
= exp

(
lim
n→∞

ln(n+ 1)− ln(n)
1/n

)
= exp

(
lim
n→∞

1/(n+ 1)− 1/n
−1/n2

)
= exp

(
lim
n→∞

n

n+ 1

)
= e1

Rad konverguje absolútne v kruhu, |z| < e.
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(e) Pod©a Cauchyho kritéria, polomer absolútnej konvergencie je

R =
1

lim sup n
√
| (3 + (−1)n)n |

=
1

lim sup (3 + (−1)n)

=
1
4

Teda rad konverguje absolútne pre |z| < 1/4.

(f) Pod©a Cauchyho kritéria, polomer absolútnej konvergencie je

R =
1

lim sup n
√
|n+ αn|

=
1

lim sup |α| n
√
|1 + n/αn|

=
1
|α|

Teda rad konverguje absolútne pre |z| < 1/|α|.

Rie²enie 6.11
(a)

∞∑
k=0

kzk

Polomer konvergencie ur£íme pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ k

k + 1

∣∣∣∣
= lim
k→∞

1
1

= 1

Rad konverguje absolútne pre |z| < 1.
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(b)
∞∑
k=1

kkzk

Polomer konvergencie ur£íme pomocou Cauchyho kritéria.

R =
1

lim sup k
√
|kk|

=
1

lim sup k
= 0

Rad konverguje len pre z = 0.

(c)
∞∑
k=1

k!
kk
zk

Polomer konvergencie ur£íme pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim
k→∞

∣∣∣∣ k!/kk

(k + 1)!/(k + 1)(k+1)

∣∣∣∣
= lim
k→∞

(k + 1)k

kk

= exp
(

lim
k→∞

k ln
(
k + 1
k

))
= exp

(
lim
k→∞

ln(k + 1)− ln(k)
1/k

)
= exp

(
lim
k→∞

1/(k + 1)− 1/k
−1/k2

)
= exp

(
lim
k→∞

k

k + 1

)
= exp(1)
= e

Rad konverguje absolútne pre |z| < e.
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(d)
∞∑
k=0

(z + ı5)2k(k + 1)2

Pouºijeme d'Alembertovo podielové kritérium na stanovenie oblasti konvergencie.

lim
k→∞

∣∣∣∣ (z + ı5)2(k+1)(k + 2)2

(z + ı5)2k(k + 1)2

∣∣∣∣ < 1

|z + ı5|2 lim
k→∞

∣∣∣∣ (k + 2)2

(k + 1)2

∣∣∣∣ < 1

|z + ı5|2 lim
k→∞

2(k + 2)
2(k + 1)

< 1

|z + ı5|2 lim
k→∞

2
2
< 1

|z + ı5|2 < 1

(e)
∞∑
k=0

(k + 2k)zk

Polomer konvergencie ur£íme pomocou Cauchyho kritéria.

R =
1

lim sup k
√
|k + 2k|

=
1

lim sup 2 k
√
|1 + k/2k|

=
1
2

Rad konverguje pre |z| < 1/2.

Rie²enie 6.12
Geometrický rad je

1
1− z

=
∞∑
n=0

zn.
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Tento rad je rovnomerne konvergentný v oblasti, |z| ≤ r < 1. Derivovaním tejto rovnice dostaneme,

1
(1− z)2

=
∞∑
n=1

nzn−1

=
∞∑
n=0

(n+ 1)zn pre |z| < 1.

Integrovaním geometrického radu dostaneme

− log(1− z) =
∞∑
n=0

zn+1

n+ 1

log(1− z) = −
∞∑
n=1

zn

n
, pre |z| < 1.

Rie²enie 6.13

1
1 + z2

=
∞∑
n=0

(
−z2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)nz2n

Funkcia 1
1+z2 = 1

(1−ız)(1+ız) má singularity v z = ±ı. Teda polomer konvergencie je 1. Teraz pouºijeme d'Alembertove podielové kritérium
na overenie toho ºe polomer konvergencie je 1.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1(z)
an(z)

∣∣∣∣ < 1

lim
n→∞

∣∣∣∣ (−1)n+1z2(n+1)

(−1)nz2n

∣∣∣∣ < 1

lim
n→∞

∣∣z2
∣∣ < 1

|z| < 1

Rie²enie 6.14
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Metóda 1.

log(1 + z) = [log(1 + z)]z=0 +
[

d
dz

log(1 + z)
]
z=0

z

1!
+
[

d2

dz2
log(1 + z)

]
z=0

z2

2!
+ · · ·

= 0 +
[

1
1 + z

]
z=0

z

1!
+
[
−1

(1 + z)2

]
z=0

z2

2!
+
[

2
(1 + z)3

]
z=0

z3

3!
+ · · ·

= z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ · · ·

=
∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n

Ke¤ºe najbliº²ia singularita funkcie log(1 + z) je v z = −1, polomer konvergencie je 1.
Met'oda 2. Vieme ºe geometrický rad konverguje pre |z| < 1.

1
1 + z

=
∞∑
n=0

(−1)nzn

Integrujeme túto rovnicu a dostaneme rad pre log(1 + z) v oblasti |z| < 1.

log(1 + z) =
∞∑
n=0

(−1)n
zn+1

n+ 1
=
∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n

Vypo£ítame polomer konvergencie pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣−(n+ 1)
n

∣∣∣∣ = 1

Teda rad konverguje absolútne pre |z| < 1.

Rie²enie 6.15
Taylorov rozvoj funkcie f(z) v z = 0 je

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

zn.

Derivácie f(z) sú

f (n)(z) =

(
n−1∏
k=0

(α− k)

)
(1 + z)α−n.
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Teda f (n)(0) je

f (n)(0) =
n−1∏
k=0

(α− k).

Ak α = m je nezáporné celé £íslo, potom len prvých m + 1 £lenov je nenulových. Taylorov rad je polynóm a rad má nekone£ný polomer
konvergencie.

(1 + z)m =
m∑
n=0

∏n−1
k=0(α− k)

n!
zn

Ak α nie je nezáporné celé £íslo, potom v²etky £leny v rade sú nenulové.

(1 + z)α =
∞∑
n=0

∏n−1
k=0(α− k)

n!
zn

Polomer konvergencie radu je vzdialenos´ k najbliº²ej singularite (1 + z)α. Ta nastáva v z = −1. Teda rad konverguje pre |z| < 1. Môºeme
si to overi´ pomocou d'Alembertovho podielového kritéria. Polomer konvergencie je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(∏n−1

k=0(α− k)
)
/n!

(
∏n
k=0(α− k)) /(n+ 1)!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n+ 1
α− n

∣∣∣∣ = 1.

Ak pouºijeme binomický koe�cient, môºeme rad napísa´ v kompaktnom tvare.(
α

n

)
≡
∏n−1
k=0(α− k)

n!

(1 + z)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
zn

Rie²enie 6.16
(a) Nájdime rad pre 1/z formou napísania pomocou z − 1 a pouºitím geometrického radu.

1
z

=
1

1 + (z − 1)

1
z

=
∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n pre |z − 1| < 1
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Ke¤ºe najbliº²ia singularita je v z = 0, polomer konvergencie je 1. Rad konverguje absolútne pre |z − 1| < 1. Polomer konvergencie
tieº môºeme ur£i´ pomocou Cauchyho kritéria.

R =
1

lim sup n
√
|an|

=
1

lim sup n
√
|(−1)n|

= 1

(b) Integrujeme 1/ζ od 1 po z v kruhu |z − 1| < 1. ∫ z

1

1
ζ

dζ = [Log ζ]z1 = Log z

Rad ktorý sme odvodili pre 1/z je rovnomerne konvergentný pre |z − 1| ≤ r < 1. V tejto oblasti môºeme rad integrova´.

Log z =
∫ z

1

∞∑
n=0

(−1)n(ζ − 1)n dζ

=
∞∑
n=0

(−1)n
∫ z

1

(ζ − 1)n dζ

=
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n+1

n+ 1

Log z =
∞∑
n=1

(−1)n−1(z − 1)n

n
pre |z − 1| < 1

(c) Rad ktorý sme odvodili pre 1/z je rovnomerne konvergentný pre |z − 1| ≤ r < 1. V tejto oblasti môºeme rad derivova´.

1
z2

= − d
dz

1
z

= − d
dz

∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n

=
∞∑
n=1

(−1)n+1n(z − 1)n−1

169



1
z2

=
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(z − 1)n pre |z − 1| < 1

(d) Integrujeme Log ζ od 1 po z v kruhu |z − 1| < 1.∫ z

1

Log ζ dζ = [ζ Log ζ − ζ]z1 = z Log z − z + 1

Rad ktorý sme odvodili pre Log z je rovnomerne konvergentný pre |z − 1| ≤ r < 1. V tejto oblasti môºeme rad integrova´.

z Log z − z = = −1 +
∫ z

1

Log ζ dζ

= −1 +
∫ z

1

∞∑
n=1

(−1)n−1(ζ − 1)n

n
dζ

= −1 +
∞∑
n=1

(−1)n−1(z − 1)n+1

n(n+ 1)

z Log z − z = −1 +
∞∑
n=2

(−1)n(z − 1)n

n(n− 1)
pre |z − 1| < 1

Rie²enie 6.17
Vyhodno´me derivácie ez v z = 0. Potom pouºijeme Taylorovu teorému.

dn

dzn
ez = ez

dn

dzn
ez = ez

∣∣∣∣
z=0

= 1

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

Ke¤ºe exponenciálna funkcia nemá ºiadne singularity na kone£nej komplexnej rovine, polomer konvergencie je nekone£no.
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Nájdime Taylorov rad pre kosínus a sínus pomocou ich prepísania v exponenciálnom tvare.

cos z =
eız + e−ız

2

=
1
2

( ∞∑
n=0

(ız)n

n!
+
∞∑
n=0

(−ız)n

n!

)

=
∞∑
n=0

párne n

(ız)n

n!

cos z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!

sin z =
eız − e−ız

ı2

=
1
ı2

( ∞∑
n=0

(ız)n

n!
−
∞∑
n=0

(−ız)n

n!

)

= −ı
∞∑
n=0

nepárne n

(ız)n

n!

sin z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!

Rie²enie 6.18

cos z = − cos(z − π)

= −
∞∑
n=0

(−1)n(z − π)2n

(2n)!

=
∞∑
n=0

(−1)n+1(z − π)2n

(2n)!
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sin z = − sin(z − π)

= −
∞∑
n=0

(−1)n(z − π)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

(−1)n+1(z − π)2n+1

(2n+ 1)!

Rie²enie 6.19
(a) (i)

f(z) = e−z

f(0) = 1
f ′(0) = −1
f ′′(0) = 1

e−z = 1− z +
z2

2
+O

(
z3
)

Ke¤ºe e−z je holomorfná na celej komplexnej rovine, Taylorov rad konverguje na komplexnej rovine.

(ii)

f(z) =
1 + z

1− z
, f(ı) = ı

f ′(z) =
2

(1− z)2
, f ′(ı) = ı

f ′′(z) =
4

(1− z)3
, f ′′(ı) = −1 + ı

1 + z

1− z
= ı+ ı(z − ı) +

−1 + ı

2
(z − ı)2 +O

(
(z − ı)3

)
Ke¤ºe najbliº²ia singularita, (v z = 1), je vzdialenos´

√
2 od z0 = ı, polomer konvergencie je

√
2. Rad konverguje absolútne pre

|z − ı| <
√

2.
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(iii)

ez

z − 1
= −

(
1 + z +

z2

2
+O

(
z3
)) (

1 + z + z2 +O
(
z3
))

= −1− 2z − 5
2
z2 +O

(
z3
)

Ke¤ºe najbliº²ia singularita, (v z = 1), je vzdialenos´ 1 od z0 = 0, polomer konvergencie je 1. Rad konverguje absolútne pre
|z| < 1.

(b) Ke¤ºe f(z) je analytická v |z − z0| < R, jej Taylorov rozvoj konverguje absolútne v tejto oblasti.

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)zn

n!

Taylorov rad konverguje rovnomerne v kaºdej uzavretej podoblasti |z − z0| < R. Uvaºujme podoblas´ |z − z0| ≤ ρ < R. V oblasti
rovnomernej konvergencie môºeme zameni´ deriváciu a sumáciu.

f ′(z) =
d
dz

∞∑
n=0

f (n)(z0)zn

n!

f ′(z) =
∞∑
n=1

nf (n)(z0)zn−1

n!

f ′(z) =
∞∑
n=0

f (n+1)(z0)zn

n!

Poznamenajme ºe toto je Taylorov rad ktorý by sme mohli obdrºa´ priamo pre f ′(z). Ke¤ºe f(z) je analytická v |z − z0| < R taká je
aj f ′(z).

f ′(z) =
∞∑
n=0

f (n+1)(z0)zn

n!
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(c)

1
(1− z)3

=
d2

dz2

1
2

1
1− z

=
1
2

d2

dz2

∞∑
n=0

zn

=
1
2

∞∑
n=2

n(n− 1)zn−2

=
1
2

∞∑
n=0

(n+ 2)(n+ 1)zn

Polomer konvergencie je 1, £o je vzdialenos´ k najbliº²ej singularite v z = 1.

(d) Taylorov rozvoj funkcie f(z) v z = 0 je

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(0)
n!

zn.

Vypo£ítajme derivácie f(z).

f (n)(z) =

(
n−1∏
k=0

(ı− k)

)
(1 + z)ı−n.

Teraz môºeme ur£i´ koe�cienty radu.

f (n)(0) =
n−1∏
k=0

(ı− k)

(1 + z)ı =
∞∑
n=0

∏n−1
k=0(ı− k)

n!
zn

Polomer konvergencie radu je vzdialenos´ k najbliº²ej singularite (1 + z)ı. Ta nastáva v z = −1. Teda rad konverguje pre |z| < 1.
Môºeme si to overi´ pomocou d'Alembertovho podielového kritéria. Polomer konvergencie je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
(∏n−1

k=0(ı− k)
)
/n!

(
∏n
k=0(ı− k)) /(n+ 1)!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣n+ 1
ı− n

∣∣∣∣ = 1
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Ak pouºijeme binomický koe�cient, (
α

n

)
≡
∏n−1
k=0(α− k)

n!
,

potom môºeme napísa´ rad v kompaktnom tvare.

(1 + z)ı =
∞∑
n=0

(
ı

n

)
zn

Rie²enie 6.20
Pre |z| < 1:

1
z − ı

=
ı

1 + ız

= ı

∞∑
n=0

(−ız)n

(V²imnite si ºe |z| < 1⇔ | − ız| < 1.)
Pre |z| > 1:

1
z − ı

=
1
z

1
(1− ı/z)

(V²imnite si ºe |z| > 1⇔ | − ı/z| < 1.)

=
1
z

∞∑
n=0

( ı
z

)n
=

1
z

0∑
n=−∞

ı−nzn

=
0∑

n=−∞
(−ı)nzn−1

=
−1∑

n=−∞
(−ı)n+1zn

175



Rie²enie 6.21
Rozloºme funkciu na parciálne zlomky.

f(z) =
1

(z + 1)(z + 2)
=

1
z + 1

− 1
z + 2

Taylorov rozvoj v z = 0 pre 1/(z + 1) je

1
1 + z

=
1

1− (−z)

=
∞∑
n=0

(−z)n, pre |z| < 1

=
∞∑
n=0

(−1)nzn, pre |z| < 1

Rad v z =∞ pre 1/(z + 1) je

1
1 + z

=
1/z

1 + 1/z

=
1
z

∞∑
n=0

(−1/z)n, pre |1/z| < 1

=
∞∑
n=0

(−1)nz−n−1, pre |z| > 1

=
−1∑

n=−∞
(−1)n+1zn, pre |z| > 1

Taylorov rozvoj v z = 0 pre 1/(z + 2) je

1
2 + z

=
1/2

1 + z/2

=
1
2

∞∑
n=0

(−z/2)n, pre |z/2| < 1

=
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn, pre |z| < 2
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Rad v z =∞ pre 1/(z + 2) je

1
2 + z

=
1/z

1 + 2/z

=
1
z

∞∑
n=0

(−2/z)n, pre |2/z| < 1

=
∞∑
n=0

(−1)n2nz−n−1, pre |z| > 2

=
−1∑

n=−∞

(−1)n+1

2n+1
zn, pre |z| > 2

Na nájdenie rozvojov v troch oblastiach jednoducho vyberieme vhodny rad.

(a)

f(z) =
1

1 + z
− 1

2 + z

=
∞∑
n=0

(−1)nzn −
∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn, pre |z| < 1

=
∞∑
n=0

(−1)n
(

1− 1
2n+1

)
zn, pre |z| < 1

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
2n+1 − 1

2n+1
zn, pre |z| < 1

(b)

f(z) =
1

1 + z
− 1

2 + z

f(z) =
−1∑

n=−∞
(−1)n+1zn −

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn, pre 1 < |z| < 2
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(c)

f(z) =
1

1 + z
− 1

2 + z

=
−1∑

n=−∞
(−1)n+1zn −

−1∑
n=−∞

(−1)n+1

2n+1
zn, pre 2 < |z|

f(z) =
−1∑

n=−∞
(−1)n+1 2n+1 − 1

2n+1
zn, pre 2 < |z|

Rie²enie 6.22
Laurentov rad. Predpokladajme ºe m je nezáporné celé £íslo a ºe n je celé £íslo. Laurentov rad v bode z = 0 z funkcie

f(z) =
(
z +

1
z

)m
je

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n

kde

an =
1
ı2π

∮
C

f(z)
zn+1

dz

a C je krivka obiehajúca po£iatok raz v kladnom smere. Prepí²me koe�cientove integrály do ºiadúceho tvaru.

an =
1
ı2π

∮
C

(z + 1/z)m

zn+1
dz

=
1
ı2π

∫ 2π

0

(eıθ + e−ıθ)m

eı(n+1)θ
ı eıθ dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

2m cosm θ e−ınθ dθ

=
2m−1

π

∫ 2π

0

cosm θ(cos(nθ)− ı sin(nθ)) dθ
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V²imnite si ºe cosm θ je párna a sin(nθ) je nepárna v θ = π.

=
2m−1

π

∫ 2π

0

cosm θ cos(nθ) dθ

Binomický rad. Teraz nájdime binomický rozvoj funkcie f(z).(
z +

1
z

)m
=

m∑
n=0

(
m

n

)
zm−n

(
1
z

)n
=

m∑
n=0

(
m

n

)
zm−2n

=
m∑

n=−m
m−n párne

(
m

(m− n)/2

)
zn

Koe�cienty radu f(z) =
∑∞
n=−∞ anz

n sú

an =

{(
m

(m−n)/2

)
−m ≤ n ≤ m a m− n párne

0 iná£

Porovnaním koe�cientov nájdených dvoma metódami vyhodnotíme daný integrál.∫ 2π

0

(cos θ)m cos(nθ) dθ =

{
π

2m−1

(
m

(m−n)/2

)
−m ≤ n ≤ m a m− n párne

0 iná£

Rie²enie 6.23
Najprv napí²me f(z) v tvare

f(z) =
g(z)

(z − ı/2)(z − 2)2
.

g(z) je holomorfná funkcia na celej komplexnej rovine ktorá nerastie rýchlej²ie neº z3 v nekone£ne. Rozloºením g(z) do Taylorovho radu v
po£iatku, vidíme ºe je to polynóm stup¬a nie viac ako 3.

f(z) =
αz3 + βz2 + γz + δ

(z − ı/2)(z − 2)2
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Ke¤ºe f(z) je racionálna funkcia, rozloºme ju na parciálne zlomky a dostaneme tvar vhodný na integrovanie.

f(z) =
a

z − ı/2
+

b

z − 2
+

c

(z − 2)2
+ d

Pouºijeme hodnotu integrálov z f(z) na ur£enie kon²tánt, a, b, c a d.∮
|z|=1

(
a

z − ı/2
+

b

z − 2
+

c

(z − 2)2
+ d

)
dz = ı2π

ı2πa = ı2π
a = 1

∮
|z|=3

(
1

z − ı/2
+

b

z − 2
+

c

(z − 2)2
+ d

)
dz = 0

ı2π(1 + b) = 0
b = −1

V²imnite si ºe pouºitím druhého vz´ahu môºeme zmeni´ tretí vz´ah na∮
|z|=3

zf(z) dz = 0.

∮
|z|=3

z

(
1

z − ı/2
− 1
z − 2

+
c

(z − 2)2
+ d

)
dz = 0∮

|z|=3

(
(z − ı/2) + ı/2

z − ı/2
− (z − 2) + 2

z − 2
+
c(z − 2) + 2c

(z − 2)2

)
dz = 0

ı2π
( ı

2
− 2 + c

)
= 0

c = 2− ı

2

Takºe vidíme ºe funkcia je

f(z) =
1

z − ı/2
− 1
z − 2

+
2− ı/2
(z − 2)2

+ d,

180



kde d je ©ubovo©ná kon²tanta. Tieº môºeme napísa´ funkciu v tvare:

f(z) =
dz3 + 15− ı8

4(z − ı/2)(z − 2)2
.

Nájdime kompletný Laurentov rozvoj v z = 0 pre kaºdý £len v rozklade f(z) na parciálne zlomky.

1
z − ı/2

=
ı2

1 + ı2z

= ı2
∞∑
n=0

(−ı2z)n, pre | − ı2z| < 1

= −
∞∑
n=0

(−ı2)n+1zn, pre |z| < 1/2

1
z − ı/2

=
1/z

1− ı/(2z)

=
1
z

∞∑
n=0

( ı

2z

)n
, pre |ı/(2z)| < 1

=
∞∑
n=0

( ı
2

)n
z−n−1, pre |z| < 2

=
−1∑

n=−∞

( ı
2

)−n−1

zn, pre |z| < 2

=
−1∑

n=−∞
(−ı2)n+1zn, pre |z| < 2
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− 1
z − 2

=
1/2

1− z/2

=
1
2

∞∑
n=0

(z
2

)n
, pre |z/2| < 1

=
∞∑
n=0

zn

2n+1
, pre |z| < 2

− 1
z − 2

= − 1/z
1− 2/z

= −1
z

∞∑
n=0

(
2
z

)n
, pre |2/z| < 1

= −
∞∑
n=0

2nz−n−1, pre |z| > 2

= −
−1∑

n=−∞
2−n−1zn, pre |z| > 2

2− ı/2
(z − 2)2

= (2− ı/2)
1
4

(1− z/2)−2

=
4− ı

8

∞∑
n=0

(
−2
n

)(
−z

2

)n
, pre |z/2| < 1

=
4− ı

8

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(−1)n2−nzn, pre |z| < 2

=
4− ı

8

∞∑
n=0

n+ 1
2n

zn, pre |z| < 2
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2− ı/2
(z − 2)2

=
2− ı/2
z2

(
1− 2

z

)−2

=
2− ı/2
z2

∞∑
n=0

(
−2
n

)(
−2
z

)n
, pre |2/z| < 1

= (2− ı/2)
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(−1)n2nz−n−2, pre |z| > 2

= (2− ı/2)
−2∑

n=−∞
(−n− 1)2−n−2zn, pre |z| > 2

= −(2− ı/2)
−2∑

n=−∞

n+ 1
2n+2

zn, pre |z| > 2

Vezmime vhodnú kombináciu týchto radov na nájdenie Laurentovych rozvojov v oblastiach: |z| < 1/2, 1/2 < |z| < 2 a 2 < |z|. Pre
|z| < 1/2, máme

f(z) = −
∞∑
n=0

(−ı2)n+1zn +
∞∑
n=0

zn

2n+1
+

4− ı
8

∞∑
n=0

n+ 1
2n

zn + d

f(z) =
∞∑
n=0

(
−(−ı2)n+1 +

1
2n+1

+
4− ı

8
n+ 1

2n

)
zn + d

f(z) =
∞∑
n=0

(
−(−ı2)n+1 +

1
2n+1

(
1 +

4− ı
4

(n+ 1)
))

zn + d, pre |z| < 1/2

Pre 1/2 < |z| < 2, máme

f(z) =
−1∑

n=−∞
(−ı2)n+1zn +

∞∑
n=0

zn

2n+1
+

4− ı
8

∞∑
n=0

n+ 1
2n

zn + d

f(z) =
−1∑

n=−∞
(−ı2)n+1zn +

∞∑
n=0

(
1

2n+1

(
1 +

4− ı
4

(n+ 1)
))

zn + d, pre 1/2 < |z| < 2
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Pre 2 < |z|, máme

f(z) =
−1∑

n=−∞
(−ı2)n+1zn −

−1∑
n=−∞

2−n−1zn − (2− ı/2)
−2∑

n=−∞

n+ 1
2n+2

zn + d

f(z) =
−2∑

n=−∞

(
(−ı2)n+1 − 1

2n+1
(1 + (1− ı/4)(n+ 1))

)
zn + d, pre 2 < |z|

Rie²enie 6.24
Polomer konvergencie radu pre f(z) je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ k3/3k

(k + 1)3/3k+1

∣∣∣∣ = 3 lim
n→∞

∣∣∣∣ k3

(k + 1)3

∣∣∣∣ = 3.

Teda f(z) je funkcia ktorá je analytická vo vnútri kruºnice o polomere 3.

(a) Integrand je analytický. Teda, pod©a Cauchyho teorémy, hodnota integrálu je nula.∮
|z|=1

eız f(z) dz = 0

(b) Pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec na vyhodnotenie integrálu.∮
|z|=1

f(z)
z4

dz =
ı2π
3!
f (3)(0) =

ı2π
3!

3!33

33
= ı2π

∮
|z|=1

f(z)
z4

dz = ı2π

(c) Pouºijeme Cauchyho integrálny vzorec na vyhodnotenie integrálu.∮
|z|=1

f(z) ez

z2
dz =

ı2π
1!

d
dz

(f(z) ez)
∣∣
z=0

= ı2π
1!13

31∮
|z|=1

f(z) ez

z2
dz =

ı2π
3
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Rie²enie 6.25
(a) (i)

1
z(1− z)

=
1
z

+
1

1− z

=
1
z

+
∞∑
n=0

zn, pre 0 < |z| < 1

=
1
z

+
∞∑

n=−1

zn, pre 0 < |z| < 1

(ii)

1
z(1− z)

=
1
z

+
1

1− z

=
1
z
− 1
z

1
1− 1/z

=
1
z
− 1
z

∞∑
n=0

(
1
z

)n
, pre |z| > 1

= −1
z

∞∑
n=1

z−n, pre |z| > 1

= −
−∞∑
n=−2

zn, pre |z| > 1
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(iii)

1
z(1− z)

=
1
z

+
1

1− z

=
1

(z + 1)− 1
+

1
2− (z + 1)

=
1

(z + 1)
1

1− 1/(z + 1)
− 1

(z + 1)
1

1− 2/(z + 1)
, pre |z + 1| > 1 a |z + 1| > 2

=
1

(z + 1)

∞∑
n=0

1
(z + 1)n

− 1
(z + 1)

∞∑
n=0

2n

(z + 1)n
, pre |z + 1| > 1 a |z + 1| > 2

=
1

(z + 1)

∞∑
n=0

1− 2n

(z + 1)n
, pre |z + 1| > 2

=
∞∑
n=1

1− 2n

(z + 1)n+1
, pre |z + 1| > 2

=
−∞∑
n=−2

(
1− 2−n−1

)
(z + 1)n, pre |z + 1| > 2

(b) Najprv, rozloºme menovate© zlomku f(z) = 1/(z4 + 4).

z4 + 4 = (z − 1− ı)(z − 1 + ı)(z + 1− ı)(z + 1 + ı)

H©adáme prstenec okolo z = 1 obsahujúci bod z = ı kde f(z) je analytická. Singularity v z = 1 ± ı sú vo vzdialenosti 1 od z = 1;
singularity v z = −1± ı sú vo vzdialenosti

√
5. Ke¤ºe f(z) je analytická v oblasti 1 < |z − 1| <

√
5 Laurentov rad je konvergentný na

tejto oblasti.

186



Kapitola 7

Rezíduá

7.1 Úvod

Rezíduá. Nech f(z) je jednozna£ná a analytická v okolí bodu z0, okrem bodu samotného. Potom f(z) má Laurentov rozvoj

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n,

Rezíduum z f(z) v z = z0 je koe�cient £lena 1
z−z0 :

Res(f(z), z0) = a−1.

Rezíduum v bode vetvenia alebo neizolovanej singularite nie je de�novaný, ke¤ºe Laurentov rozvoj neexistuje. Ak f(z) má n-násobný
pól v z = z0, potom môºeme pouºi´ vzorec pre rezíduá:

Res(f(z), z0) = lim
z→z0

(
1

(n− 1)!
dn−1

dzn−1

[
(z − z0)nf(z)

])
.

Teoréma o rezíduách. Ak f(z) je analytická v kompaktnej, uzavretej, súvislej oblasti D, okrem izolovaných singularít v {zn} vo
vnútri D, potom ∫

∂D

f(z) dz =
∑
k

∮
Ck

f(z) dz = ı2π
∑
n

Res(f(z), zn).
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Mnoºina kriviek {Ck} vytvára kladne orientovanú hranicu ∂D oblasti D. Ak hranica oblasti je jednoduchá krivka C, potom platí
zjednodu²ený vz´ah ∮

C

f(z) dz = ı2π
∑
n

Res(f(z), zn).

Jordanova lema. ∫ π

0

e−R sin θ dθ <
π

R
.

Nech a je kladná kon²tanta. Ak f(z) ide k nule pre |z| → ∞ potom integrál∫
C

f(z) eıaz dz

cez polkruºnicu s polomerom R v hornej polrovine ide k nule pre R→∞.

Výpo£et ur£itých integrálov so sínus a kosínus. Na výpo£et ur£itých integrálov typu∫ a+2π

a

F (sin θ, cos θ) dθ

je uºito£né urobi´ transformáciu premenných z = eıθ. Takto dostaneme krivkový integrál pozd¨º jednotkovej kruºnice so stredom v
po£iatku. Sínus, kosínus a diferenciál môºeme vyjadri´ pomocou premennej z.

sin θ =
z − z−1

ı2
, cos θ =

z + z−1

2
, dθ =

dz
ız

Integrály od −∞ do ∞. Nech f(z) je analytická okrem izolovaných singularít, z ktorých ºiadna neleºí na reálnej osi. Nech
a1, . . . , am sú singularity f(z) v hornej polrovine a CR je polkruºnica od R do −R v hornej polrovine. Ak

lim
R→∞

(
R max
z∈CR

|f(z)|
)

= 0

potom ∫ ∞
−∞

f(x) dx = ı2π
m∑
j=1

Res (f(z), aj) .
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Nech b1, . . . , bn sú singularity f(z) v dolnej polrovine. Nech CR je polkruºnica od R do −R v dolnej polrovine. Ak

lim
R→∞

(
R max
z∈CR

|f(z)|
)

= 0

potom ∫ ∞
−∞

f(x) dx = −ı2π
n∑
j=1

Res (f(z), bj) .

Integrály od 0 do ∞. Nech f(z) je analytická okrem izolovaných singularít, z ktorých ºiadna neleºí na reálnej osi, [0,∞). Nech
z1, . . . , zn sú singularity f(z). Ak f(z)� zα pre z → 0 pre nejaké α > −1 a f(z)� zβ pre z →∞ pre nejaké β < −1 potom∫ ∞

0

f(x) dx = −
n∑
k=1

Res (f(z) log z, zk) ,

∫ ∞
0

f(x) log dx = −1
2

n∑
k=1

Res
(
f(z) log2 z, zk

)
+ ıπ

n∑
k=1

Res (f(z) log z, zk) .

Predpokladajme ºe a nie je celé £íslo. Ak zaf(z) � zα pre z → 0 pre nejaké α > −1 a zaf(z) � zβ as z → ∞ pre nejaké β < −1
potom ∫ ∞

0

xaf(x) dx =
ı2π

1− eı2πa

n∑
k=1

Res (zaf(z), zk) ,

∫ ∞
0

xaf(x) log x dx =
ı2π

1− eı2πa

n∑
k=1

Res (zaf(z) log z, zk) ,+
π2a

sin2(πa)

n∑
k=1

Res (zaf(z), zk) .

Fourierove integrály. Nech f(z) je analytická okrem izolovaných singularít, z ktorých ºiadna neleºí na reálnej osi. Predpokladajme
ºe f(z) ide k nule pre |z| → ∞. Ak ω je kladné reálne £íslo potom∫ ∞

−∞
f(x) eıωx dx = ı2π

n∑
k=1

Res(f(z) eıωz, zk),

kde z1, . . . , zn sú singularity f(z) v hornej polrovine. Ak ω je záporné reálne £íslo potom∫ ∞
−∞

f(x) eıωx dx = −ı2π
n∑
k=1

Res(f(z) eıωz, zk),

kde z1, . . . , zn sú singularity f(z) v dolnej polrovine.
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7.2 Úlohy

Úloha 7.1
Vyhodno´te nasledujúce integrály po uzavretej krivke s pouºitím teorémy o rezíduách.

(a)
∫
C

dz
z2 − 1

, kde C je krivka parameterizovaná pomocou r = 2 cos(2θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

(b)
∫
C

eız

z2(z − 2)(z + ı5)
dz, kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = 3.

(c)
∫
C

e1/z sin(1/z) dz, kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = 1.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.2
Odvo¤te Cauchyho integrálny vzorec pomocou teorémy o rezíduách.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.3
Vypo£ítajte rezíduá nasledujúcich funkcií v kaºdom póle v kone£nej £asti roviny.

(a)
1

z4 − a4

(b)
sin z
z2

(c)
1 + z2

z(z − 1)2

(d)
ez

z2 + a2

(e)
(1− cos z)2

z7

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 7.4
Nech f(z) má n-násobný pól v z = z0. Dokáºte vzorec pre residuá:

Res(f(z), z0) = lim
z→z0

(
1

(n− 1)!
dn−1

dzn−1
[(z − z0)nf(z)]

)
.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.5
Uvaºujme funkciu

f(z) =
z4

z2 + 1
.

Klasi�kujte singularity funkcie f(z) v roz²írenej komplexnej rovine. Vypo£ítajte rezíduá v kaºdom póle a nekone£ne. Nájdite Laurentove
rozvoje a ich oblasti konvergencie v bodoch z = 0, z = ı a z =∞.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.6
Nech P (z) je polynóm ktorého ºiaden kore¬ neleºí na uzavretej krivke Γ. Ukáºte ºe

1
ı2π

∫
P ′(z)
P (z)

dz = po£et kore¬ov P (z), ktoré leºia vo vnútri Γ.

Korene sa po£ítajú pod©a ich násobnosti.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.7
Nájdite hodnotu ∮

C

ez

(z − π) tan z
dz,

kde C je kladne orientovaná kruºnica

(a) |z| = 2

(b) |z| = 4

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 7.8
Vyhodno´te nasledujúce nevlastné integrály.

(a)
∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

(b)
∫ ∞
−∞

dx
(x+ b)2 + a2

, a > 0

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.9
Vyhodno´te pomocou krivkových integrálov ∫ ∞

0

x6

(x4 + 1)2
dx.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.10
Predpokladajme ºe f(z) ide k nule pre |z| → ∞. Ak ω je (kladné/ záporné) reálne £íslo a CR je polkruºnica o polomere R v (hornej/
dolnej) polrovine, potom ukáºte ºe integrál ∫

CR

f(z) eıωz dz

ide k nule pre R→∞.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.11
Vyhodno´te pomocou krivkových integrálov ∫ ∞

−∞

cos 2x
x− ıπ

dx.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.12
Vyhodno´te integrál ∫ ∞

0

dx
1 + x3

.

Nápoveda, Rie²enie
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Úloha 7.13
Nájdite hodnotu integrálu I

I =
∫ ∞

0

dx
1 + x6

s vyuºitím krivkového integrálu ∫
Γ

dz
1 + z6

po vhodne zvolenej krivke Γ.
Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.14
Vyhodno´te nasledujúce reálne integrály.

(a)
∫ π

−π

dθ
1 + sin2 θ

(b)
∫ π/2

0

sin4 θ dθ

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.15
Pouºite krivkový integrál na vyhodnotenie integrálov

(a)
∫ 2π

0

dθ
2 + sin(θ)

,

(b)
∫ π

−π

cos(nθ)
1− 2a cos(θ) + a2

dθ pre |a| < 1, n ∈ Z0+.

Nápoveda, Rie²enie

Úloha 7.16
Vyhodno´te ∫ 1

0

x2

(1 + x2)
√

1− x2
dx.

Nápoveda, Rie²enie
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7.3 Nápovedy

Nápoveda 7.1

Nápoveda 7.2

Nápoveda 7.3

Nápoveda 7.4
Dosa¤te Laurentov rad do vzorca a zjednodu²te.

Nápoveda 7.5
Pri výpo£te rezídua v nekone£ne vyuºite ºe sú£et v²etkých rezíduí funkcie v roz²írenej komplexnej rovine je nula. Aby ste dostali Laurentov
rozvoj v z = ı, napí²te funkciu ako vlastnú racionálnu funkciu (£itate© má niº²í stupe¬ ako menovate©) a rozloºte na parciálne zlomky.

Nápoveda 7.6
Zo základnej teorémy algebry, je vºdy moºné rozloºi´ P (z) do tvaru P (z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn). Pouºitím tohto tvaru P (z),
integrand P ′(z)/P (z) sa redukuje na ve©mi jednoduchý výraz.

Nápoveda 7.7

Nápoveda 7.8

Nápoveda 7.9

Nápoveda 7.10
Vyuºite ∫ π

0

e−R sin θ dθ <
π

R
.
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Nápoveda 7.11

Nápoveda 7.12
Uvaºujte integrál pozd¨º hranice oblasti, 0 < r < R, 0 < θ < 2π/3.

Nápoveda 7.13

Nápoveda 7.14

Nápoveda 7.15

Nápoveda 7.16
Substituujte x = sin ξ a potom z = eıξ.
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7.4 Rie²enia

Rie²enie 7.1
(a) Uvaºujme ∫

C

dz
z2 − 1

,

kde C je krivka parametrizovaná vz´ahmi r = 2 cos(2θ), 0 ≤ θ ≤ 2π. (Vi¤ obr. 7.1.) Jednoduché póly sú v z = ±1. Integrál vyhodnotíme

-1 1

-1

1

Obr. 7.1: Krivka r = 2 cos(2θ).

pomocou teorémy o rezíduách. ∫
C

dz
z2 − 1

= ı2π
(

Res
(

1
z2 − 1

, z = 1
)

+ Res
(

1
z2 − 1

, z = −1
))

= ı2π

(
1

z + 1

∣∣∣∣
z=1

+
1

z − 1

∣∣∣∣
z=−1

)
= 0
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(b) Uvaºujme integrál ∫
C

eız

z2(z − 2)(z + ı5)
dz,

kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = 3. Existuje dvojnásobný pól v z = 0, a jednoduché póly v z = 2 a z = −ı5. Póly v z = 0 a
z = 2 leºia vo vnútri krivky. Integrál vyhodnotíme pomocou teorémy o rezíduách.∫

C

eız

z2(z − 2)(z + ı5)
dz = ı2π

(
Res

(
eız

z2(z − 2)(z + ı5)
, z = 0

)
+ Res

(
eız

z2(z − 2)(z + ı5)
, z = 2

))
= ı2π

(
d
dz

eız

(z − 2)(z + ı5)

∣∣∣∣
z=0

+
eız

z2(z + ı5)

∣∣∣∣
z=2

)
= ı2π

(
d
dz

eız

(z − 2)(z + ı5)

∣∣∣∣
z=0

+
eız

z2(z + ı5)

∣∣∣∣
z=2

)
= ı2π

(
ı
(
z2 + (ı7− 2)z − 5− ı12

)
eız

(z − 2)2(z + ı5)2

∣∣∣∣∣
z=0

+
(

1
58
− ı 5

116

)
eı2
)

= ı2π
(
− 3

25
+

ı

20
+
(

1
58
− ı 5

116

)
eı2
)

= − π

10
+

5
58
π cos 2− 1

29
π sin 2 + ı

(
−6π

25
+

1
29
π cos 2 +

5
58
π sin 2

)
(c) Uvaºujme integrál ∫

C

e1/z sin(1/z) dz,

kde C je kladne orientovaná kruºnica |z| = 1. Podstatná singularita je v z = 0. Rezíduum vypo£ítame pomocou rozvoja integrandu do
Laurentovho radu.

e1/z sin(1/z) =
(

1 +
1
z

+O
(

1
z2

))(
1
z

+O
(

1
z3

))
=

1
z

+O
(

1
z2

)
Rezíduum v z = 0 je 1. Integrál vyhodnotíme pomocou teorémy o rezíduách.∫

C

e1/z sin(1/z) dz = ı2π
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Rie²enie 7.2
Ak f(ζ) je analytická v kompaktnej, uzavretej, súvislej oblasti D a z je bod vo vnútri D, potom Cauchyho integrálny vzorec hovorí ºe

f (n)(z) =
n!
ı2π

∮
∂D

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ.

Na potvrdenie, vyhodno´me integrál pomocou teorémy o rezíduách. Existuje (n+ 1)-násobný pól v bode ζ = z.

n!
ı2π

∮
∂D

f(ζ)
(ζ − z)n+1

dζ. =
n!
ı2π

ı2π
n!

dn

dζn
f(ζ)

∣∣∣∣
ζ=z

= f (n)(z)

Rie²enie 7.3
(a)

1
z4 − a4

=
1

(z − a)(z + a)(z − ıa)(z + ıa)

Jednoduché póly sú v z = ±a a z = ±ıa. Vypo£ítajme v nich rezíduá.

Res
(

1
z4 − a4

, z = a

)
=

1
(z + a)(z − ıa)(z + ıa)

∣∣∣∣
z=a

=
1

4a3

Res
(

1
z4 − a4

, z = −a
)

=
1

(z − a)(z − ıa)(z + ıa)

∣∣∣∣
z=−a

= − 1
4a3

Res
(

1
z4 − a4

, z = ıa

)
=

1
(z − a)(z + a)(z + ıa)

∣∣∣∣
z=ıa

=
ı

4a3

Res
(

1
z4 − a4

, z = −ıa
)

=
1

(z − a)(z + a)(z − ıa)

∣∣∣∣
z=−ıa

= − ı

4a3

(b)

sin z
z2
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Ke¤ºe menovate© má dvoj-násobnú nulu v z = 0 a £itate© tam má jednoduchú nulu, funkcia má jednoduchý pól v z = 0. Vypo£ítajme
tam rezíduum.

Res
(

sin z
z2

, z = 0
)

= lim
z→0

sin z
z

= lim
z→0

cos z
1

= 1

(c)

1 + z2

z(z − 1)2

Jednoduchý pól je v z = 0 a dvojnásobný pól je v z = 1.

Res
(

1 + z2

z(z − 1)2
, z = 0

)
=

1 + z2

(z − 1)2

∣∣∣∣
z=0

= 1

Res
(

1 + z2

z(z − 1)2
, z = 1

)
=

d
dz

1 + z2

z

∣∣∣∣
z=1

=
(

1− 1
z2

)∣∣∣∣
z=1

= 0

(d) ez /
(
z2 + a2

)
má jednoduché póly v z = ±ıa. Vypo£ítajme v nich rezíduá.

Res
(

ez

z2 + a2
, z = ıa

)
=

ez

z + ıa

∣∣∣∣
z=ıa

= − ı
eıa

2a

Res
(

ez

z2 + a2
, z = −ıa

)
=

ez

z − ıa

∣∣∣∣
z=−ıa

=
ı e−ıa

2a

(e) Ke¤ºe 1 − cos z má dvojnásobnú nulu v z = 0, (1−cos z)2

z7 má trojnásobný pól v tom bode. Rezíduum nájdeme rozvojom funkcie do
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Laurentovho radu.

(1− cos z)2

z7
= z−7

(
1−

(
1− z2

2
+
z4

24
+O

(
z6
)))2

= z−7

(
z2

2
− z4

24
+O

(
z6
))2

= z−7

(
z4

4
− z6

24
+O

(
z8
))

=
1

4z3
− 1

24z
+O(z)

Rezíduum v z = 0 je −1/24.

Rie²enie 7.4
Ke¤ºe f(z) má n-násobný izolovaný pól v z = z0, má Laurentov rozvoj ktorý je konvergentný na okolí tohto bodu, okrem samotného bodu.
Substituujme tento Laurentov rad do vz´ahu pre rezíduá aby sme to overili.

Res(f(z), z0) = lim
z→z0

(
1

(n− 1)!
dn−1

dzn−1
[(z − z0)nf(z)]

)
= lim
z→z0

(
1

(n− 1)!
dn−1

dzn−1

[
(z − z0)n

∞∑
k=−n

ak(z − z0)k
])

= lim
z→z0

(
1

(n− 1)!
dn−1

dzn−1

[ ∞∑
k=0

ak−n(z − z0)k
])

= lim
z→z0

(
1

(n− 1)!

∞∑
k=n−1

ak−n
k!

(k − n+ 1)!
(z − z0)k−n+1

)

= lim
z→z0

(
1

(n− 1)!

∞∑
k=0

ak−1
(k + n− 1)!

k!
(z − z0)k

)

=
1

(n− 1)!
a−1

(n− 1)!
0!

= a−1

To dokazuje vz´ah pre rezíduá.
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Rie²enie 7.5
Klasi�kujte singularity.

f(z) =
z4

z2 + 1
=

z4

(z − ı)(z + ı)
.

Jednoduché póly sú v z = ±ı. Ke¤ºe sa funkcia správa v nekone£ne ako z2, existuje tam dvojnásobný pól. Aby sme to videli pomal²ie,
môºeme urobi´ substitúciu z = 1/ζ a vy²etri´ bod ζ = 0.

f

(
1
ζ

)
=

ζ−4

ζ−2 + 1
=

1
ζ2 + ζ4

=
1

ζ2(1 + ζ2)

f(1/ζ) má dvojnásobný pól v ζ = 0, £o znamená ºe f(z) má dvojnásobný pól v nekone£ne.
Rezíduá. Rezíduá v z = ±ı sú,

Res
(

z4

z2 + 1
, ı

)
= lim
z→ı

z4

z + ı
= − ı

2
,

Res
(

z4

z2 + 1
,−ı
)

= lim
z→−ı

z4

z − ı
=
ı

2
.

Rezíduum v nekone£ne je

Res(f(z),∞) = Res
(
−1
ζ2
f

(
1
ζ

)
, ζ = 0

)
= Res

(
−1
ζ2

ζ−4

ζ−2 + 1
, ζ = 0

)
= Res

(
− ζ−4

1 + ζ2
, ζ = 0

)
Tu sme mohli pouºi´ vzorec pre rezíduá, ale je jednoduch²ie nájs´ Laurentov rad.

= Res

(
−ζ−4

∞∑
n=0

(−1)nζ2n, ζ = 0

)
= 0

Tieº sme mohli vypo£íta´ rezíduum v nekone£ne vyuºitím faktu ºe sú£et v²etkých rezíduí tejto funkcie v roz²írenej komplexnej rovine je
nula.

−ı
2

+
ı

2
+ Res(f(z),∞) = 0
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Res(f(z),∞) = 0

Laurentov rad v z = 0. Ke¤ºe najbliº²ia singularita je v z = ±ı, Taylorov rad konverguje v disku |z| < 1.

z4

z2 + 1
= z4 1

1− (−z)2

= z4
∞∑
n=0

(−z2)n

= z4
∞∑
n=0

(−1)nz2n

=
∞∑
n=2

(−1)nz2n

Geometrický rad konverguje pre | − z2| < 1, alebo |z| < 1. Rozvoj funkcie do radu je

z4

z2 + 1
=
∞∑
n=2

(−1)nz2n pre |z| < 1

Laurentov rad v z = ı. Rozloºme f(z) na parciálne zlomky. Najprv napí²me funkciu ako vlastnú racionálnu funkciu, (t.j. £itate© má niº²í
stupe¬ ako menovate©). Polynomickým delením vidíme ºe

f(z) = z2 − 1 +
1

z2 + 1
.

Teraz rozloºme posledný £len na parciálne zlomky.

f(z) = z2 − 1 +
−ı/2
z − ı

+
ı/2
z + ı

Ke¤ºe najbliº²ia singularita je v z = −ı, Laurentov rad konverguje v prstenci 0 < |z − ı| < 2.

z2 − 1 = ((z − ı) + ı)2 − 1

= (z − ı)2 + ı2(z − ı)− 2
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ı/2
z + ı

=
ı/2

ı2 + (z − ı)

=
1/4

1− ı(z − ı)/2

=
1
4

∞∑
n=0

(
ı(z − ı)

2

)n
=

1
4

∞∑
n=0

ın

2n
(z − ı)n

Tento geometrický rad konverguje pre |ı(z − ı)/2| < 1, alebo |z − ı| < 2. Rozvoj do radu funkcie f(z) je

f(z) =
−ı/2
z − ı

− 2 + ı2(z − ı) + (z − ı)2 +
1
4

∞∑
n=0

ın

2n
(z − ı)n.

z4

z2 + 1
=
−ı/2
z − ı

− 2 + ı2(z − ı) + (z − ı)2 +
1
4

∞∑
n=0

ın

2n
(z − ı)n pre |z − ı| < 2

Laurentov rad v z =∞. Ke¤ºe najbliº²ie singularity sú v z = ±ı, Laurentov rad konverguje v prstenci 1 < |z| <∞.

z4

z2 + 1
=

z2

1 + 1/z2

= z2
∞∑
n=0

(
− 1
z2

)n

=
0∑

n=−∞
(−1)nz2(n+1)

=
1∑

n=−∞
(−1)n+1z2n

Tento geometrický rad konverguje pre | − 1/z2| < 1, alebo |z| > 1. Rozvoj do radu funkcie f(z) je

z4

z2 + 1
=

1∑
n=−∞

(−1)n+1z2n pre 1 < |z| <∞
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Rie²enie 7.6
Metóda 1: Teoréma o rezíduách. Rozloºíme P (z). Nech m je po£et kore¬ov, po£ítajúc násobnosti, ktoré leºia vo vnútri krivky Γ. Nájdime
jednoduchý výraz pre P ′(z)/P (z).

P (z) = c

n∏
k=1

(z − zk)

P ′(z) = c

n∑
k=1

n∏
j=1
j 6=k

(z − zj)

P ′(z)
P (z)

=
c
∑n
k=1

∏n
j=1
j 6=k

(z − zj)

c
∏n
k=1(z − zk)

=
n∑
k=1

∏n
j=1
j 6=k

(z − zj)∏n
j=1(z − zj)

=
n∑
k=1

1
z − zk

Teraz prevedieme integrovanie pomocou teorémy o rezíduách.

1
ı2π

∫
Γ

P ′(z)
P (z)

dz =
1
ı2π

∫
Γ

n∑
k=1

1
z − zk

dz

=
n∑
k=1

1
ı2π

∫
Γ

1
z − zk

dz

=
∑

zk inside Γ

1
ı2π

∫
Γ

1
z − zk

dz

=
∑

zk inside Γ

1

= m

Metóda 2: Newton-Leibnizova formula. Rozloºme polynóm, P (z) = c
∏n
k=1(z − zk). Nech m je po£et kore¬ov, po£ítajúc násobnosti,
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ktoré leºia vo vnútri krivky Γ.

1
ı2π

∫
Γ

P ′(z)
P (z)

dz =
1
ı2π

[logP (z)]C

=
1
ı2π

[
log

n∏
k=1

(z − zk)

]
C

=
1
ı2π

[
n∑
k=1

log(z − zk)

]
C

Hodnota logaritmu sa zmení o ı2π pre £leny v ktorých zk je vo vnútri krivky. Jeho hodnota sa nezmení pre £leny v ktorých zk je zvonku
krivky.

=
1
ı2π

[ ∑
zk zvnútra Γ

log(z − zk)

]
C

=
1
ı2π

∑
zk zvnútra Γ

ı2π

= m

Rie²enie 7.7
(a)

∮
C

ez

(z − π) tan z
dz =

∮
C

ez cos z
(z − π) sin z

dz
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Integrand má jednoduché póly v z = nπ, n ∈ Z, n 6= 1 a dvojnásobný pól v z = π. Jediný pól vo vnútri krivky je v z = 0. Vyhodno´me
integrál pomocou teorémy o rezíduách. ∮

C

ez cos z
(z − π) sin z

dz = ı2πRes
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = 0
)

= ı2π lim
z=0

z
ez cos z

(z − π) sin z

= −ı2 lim
z=0

z

sin z

= −ı2 lim
z=0

1
cos z

= −ı2

∮
C

ez

(z − π) tan z
dz = −ı2

(b) Integrand má jednoduché póly v z = 0,−π a dvojnásobný pól v z = π vo vnútri krivky. Hodnota integrálu je ı2π krát sú£et rezíduí v
týchto bodoch. Z predchádzajúcej £asti vieme ºe rezíduum v z = 0

Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = 0
)

= − 1
π
.

Nájdeme rezíduum v z = −π pomocou vz´ahu pre reziduá.

Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = −π
)

= lim
z→−π

(z + π)
ez cos z

(z − π) sin z

=
e−π(−1)
−2π

lim
z→−π

z + π

sin z

=
e−π

2π
lim
z→−π

1
cos z

= −
e−π

2π
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Nájdeme rezíduum v z = π pomocou nájdenia nieko©ko prvých £lenov Laurentovho radu z integrandu.

ez cos z
(z − π) sin z

=

(
eπ + eπ(z − π) +O

(
(z − π)2

)) (
1 +O

(
(z − π)2

))
(z − π) (−(z − π) +O ((z − π)3))

=
− eπ − eπ(z − π) +O

(
(z − π)2

)
−(z − π)2 +O ((z − π)4)

=
eπ

(z−π)2 + eπ

z−π +O(1)

1 +O ((z − π)2)

=
(

eπ

(z − π)2
+

eπ

z − π
+O(1)

)(
1 +O

(
(z − π)2

))
=

eπ

(z − π)2
+

eπ

z − π
+O(1)

Teraz vidíme ºe

Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = π

)
= eπ .

Integrál je ∮
C

ez cos z
(z − π) sin z

dz = ı2π
(

Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = −π
)

+ Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = 0
)

+ Res
(

ez cos z
(z − π) sin z

, z = π

))
= ı2π

(
− 1
π
−

e−π

2π
+ eπ

)
∮
C

ez

(z − π) tan z
dz = ı

(
2π eπ −2− e−π

)
Rie²enie 7.8
(a) Najprv si v²imnime ºe integrand je párnou funkciou a roz²írme oblas´ integrovania.∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

1
2

∫ ∞
−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx
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¤alej uzavrime integra£nú cestu v hornej polrovine. Uvaºujme integrál pozd¨º hranice oblasti 0 < r < R, 0 < θ < π.

1
2

∫
C

z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz =

1
2

∫
C

z2

(z − ı)(z + ı)(z − ı2)(z + ı2)
dz

= ı2π
1
2

(
Res

(
z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
, z = ı

)
+ Res

(
z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
, z = ı2

))
= ıπ

(
z2

(z + ı)(z2 + 4)

∣∣∣∣
z=ı

+
z2

(z2 + 1)(z + ı2)

∣∣∣∣
z=ı2

)
= ıπ

( ı
6
− ı

3

)
=
π

6

Nech CR je £as´ krivky v tvare kruºnicového oblúka.
∫
C

=
∫ R
−R +

∫
CR

. Ukáºeme ºe integrál pozd¨º CR ide k nule pre R→∞ pomocou
hornej hranice modulu.

∣∣∣∣∫
CR

z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
dz
∣∣∣∣ ≤ πR max

z∈CR

∣∣∣∣ z2

(z2 + 1)(z2 + 4)

∣∣∣∣
= πR

R2

(R2 − 1)(R2 − 4)
→ 0 as R→∞

Vezmeme limitu pre R→∞ a vyhodnotíme integrál pozd¨º reálnej osi.

lim
R→∞

1
2

∫ R

−R

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

6∫ ∞
0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

6
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(b) Uzavrieme integra£nú cestu v hornej polrovine. Uvaºujme integrál pozd¨º hranice oblasti 0 < r < R, 0 < θ < π.∫
C

dz
(z + b)2 + a2

=
∫
C

dz
(z + b− ıa)(z + b+ ıa)

= ı2πRes
(

1
(z + b− ıa)(z + b+ ıa)

, z = −b+ ıa

)
= ı2π

1
z + b+ ıa

∣∣∣∣
z=−b+ıa

=
π

a

Nech CR je £as´ krivky v tvare kruºnicového oblúka.
∫
C

=
∫ R
−R +

∫
CR

. Ukáºeme ºe integrál pozd¨º CR ide k nule pre R→∞ pomocou
hornej hranice modulu. ∣∣∣∣∫

CR

dz
(z + b)2 + a2

∣∣∣∣ ≤ πR max
z∈CR

∣∣∣∣ 1
(z + b)2 + a2

∣∣∣∣
= πR

1
(R− b)2 + a2

→ 0 pre R→∞

Vezmeme limitu pre R→∞ a vyhodnotíme integrál pozd¨º reálnej osi.

lim
R→∞

∫ R

−R

dx
(x+ b)2 + a2

=
π

a∫ ∞
−∞

dx
(x+ b)2 + a2

=
π

a

Rie²enie 7.9
Uvaºujme funkciu

f(z) =
z6

(z4 + 1)2
.

Hodnota funkcie na imaginárnej osi:
−y6

(y4 + 1)2
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je kon²tantný násobok hodnoty funkcie na reálnej osi:
x6

(x4 + 1)2
.

Na vyhodnotenie reálneho integrálu, uvaºujme integra£nú krivku C, ktorá za£ína v po£iatku, ide po reálnej osi do R, potom po kruºnici do
ıR a potom kopíruje imaginárnu os naspä´ dole do po£iatku. f(z) má dvojnásobné póly v ²tvrtých odmocninách z −1: (±1± ı)/

√
2. Z nich

len (1 + ı)/
√

2 leºí vo vnútri integra£nej cesty. Vyhodno´me krivkový integrál pomocou teorémy o rezíduách. Pre R > 1:∫
C

z6

(z4 + 1)2
dz = ı2πRes

(
z6

(z4 + 1)2
, z = eıπ/4

)
= ı2π lim

z→eıπ/4

d
dz

(
(z − eıπ/4)2 z6

(z4 + 1)2

)
= ı2π lim

z→eıπ/4

d
dz

(
z6

(z − eı3π/4)2(z − eı5π/4)2(z − eı7π/4)2

)
= ı2π lim

z→eıπ/4

(
z6

(z − eı3π/4)2(z − eı5π/4)2(z − eı7π/4)2(
6
z
− 2
z − eı3π/4

− 2
z − eı5π/4

− 2
z − eı7π/4

))

= ı2π
−ı

(2)(ı4)(−2)

(
6
√

2
1 + ı

− 2√
2
− 2
√

2
2 + ı2

− 2
ı
√

2

)

= ı2π
3
32

(1− ı)
√

2

=
3π

8
√

2
(1 + ı)

Integrál pozd¨º kruºnicovej £asti krivky, CR, ide k nule pre R→∞. Demon²trujme to pomocou hornej hranice modulu integrálu.∣∣∣∣∫
CR

z6

(z4 + 1)2
dz
∣∣∣∣ ≤ πR

4
max
z∈CR

(
z6

(z4 + 1)2

)
=
πR

4
R6

(R4 − 1)2

→ 0 as R→∞
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Ak vezmeme limitu pre R→∞, dostaneme:∫ ∞
0

x6

(x4 + 1)2
dx+

∫ 0

∞

(ıy)6

((ıy)4 + 1)2
ıdy =

3π
8
√

2
(1 + ı)∫ ∞

0

x6

(x4 + 1)2
dx+ ı

∫ ∞
0

y6

(y4 + 1)2
dy =

3π
8
√

2
(1 + ı)

(1 + ı)
∫ ∞

0

x6

(x4 + 1)2
dx =

3π
8
√

2
(1 + ı)∫ ∞

0

x6

(x4 + 1)2
dx =

3π
8
√

2

Rie²enie 7.10
Vieme ºe ∫ π

0

e−R sin θ dθ <
π

R
.

Najprv uvaºujme prípad ºe ω je kladné a polkruºnica v hornej polrovine.∣∣∣∣∫
CR

f(z) eıωz dz
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫

CR

eıωz dz
∣∣∣∣ max
z∈CR

|f(z)|

≤
∫ π

0

∣∣∣eıωR eıθ R eıθ
∣∣∣ dθ max

z∈CR
|f(z)|

= R

∫ π

0

∣∣e−ωR sin θ
∣∣ dθ max

z∈CR
|f(z)|

< R
π

ωR
max
z∈CR

|f(z)|

=
π

ω
max
z∈CR

|f(z)|

→ 0 pre R→∞

Postup je takmer rovnaký pre záporné ω.

Rie²enie 7.11
Najprv napí²me integrál pomocou Fourierových integrálov.∫ ∞

−∞

cos 2x
x− ıπ

dx =
∫ ∞
−∞

eı2x

2(x− ıπ)
dx+

∫ ∞
−∞

e−ı2x

2(x− ıπ)
dx

211



Poznamenajme ºe 1
2(z−ıπ) ide k nule pre |z| → ∞. Uzavrieme prvý Fourierov integrál v hornej polrovine a druhý v dolnej polrovine.

Jednoduchý pól sa nachádza v z = ıπ v hornej polrovine.∫ ∞
−∞

eı2x

2(x− ıπ)
dx = ı2πRes

(
eı2z

2(z − ıπ)
, z = ıπ

)
= ı2π

e−2π

2

Neexistujú ºiadne singularity v dolnej polrovine. ∫ ∞
−∞

e−ı2x

2(x− ıπ)
dx = 0

Teda hodnota pôvodného reálneho integrálu je ∫ ∞
−∞

cos 2x
x− ıπ

dx = ıπ e−2π

Rie²enie 7.12
Chceme vyhodnoti´ ∫ ∞

0

dx
x3 + 1

.

Nech krivka C je hranicou oblasti 0 < r < R, 0 < θ < 2π/3. Rozloºme menovate© integrandu a zistíme ºe krivka obieha jednoduchý pól v
eıπ/3 pre R > 1.

z3 + 1 = (z − eıπ/3)(z + 1)(z − e−ıπ/3)

Vypo£ítajme rezíduum v tom bode.

Res
(

1
z3 + 1

, z = eıπ/3
)

= lim
z→eıπ/3

(
(z − eıπ/3)

1
z3 + 1

)
= lim
z→eıπ/3

(
1

(z + 1)(z − e−ıπ/3)

)
=

1
(eıπ/3 +1)(eıπ/3− e−ıπ/3)

= −
eıπ/3

3
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Na výpo£et integrálu pouºijeme teorému o rezíduách. ∮
C

dz
z3 + 1

= − ı2π
eıπ/3

3

Nech CR je kruºnicová £as´ krivky. ∫
C

dz
z3 + 1

=
∫ R

0

dx
x3 + 1

+
∫
CR

dz
z3 + 1

−
∫ R

0

eı2π/3 dx
x3 + 1

= (1 + e−ıπ/3)
∫ R

0

dx
x3 + 1

+
∫
CR

dz
z3 + 1

Ukáºeme ºe integrál pozd¨º CR ide k nule pre R→∞ pomocou horného ohrani£enia modulu integrálu.∣∣∣∣∫
CR

dz
z3 + 1

∣∣∣∣ ≤ 2πR
3

1
R3 − 1

→ 0 as R→∞

Vezmime R→∞ a rie²me pre daný integrál. (
1 + e−ıπ/3

)∫ ∞
0

dx
x3 + 1

= − ı2π
eıπ/3

3∫ ∞
0

dx
x3 + 1

=
2π

3
√

3

Rie²enie 7.13
Metóda 1: Integra£ná cesta - polkruºnica. Chceme vypo£íta´ integrál

I =
∫ ∞

0

dx
1 + x6

.

Poznamenajme ºe integrand je párnou funkciou a vyjadrime I ako integrál pozd¨º celej reálnej osi.

I =
1
2

∫ ∞
−∞

dx
1 + x6

Teraz vypo£ítame integrál pomocou krivkového integrálu. Uzavrieme integra£nú cestu v hornej polrovine. Nech ΓR je polkruºnicový oblúk
od R do −R v hornej polrovine. Nech Γ je zjednotenie ΓR a intervalu [−R,R]. (Vi¤ obr. 7.2.)
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Obr. 7.2: Integra£ná cesta - polkruºnica.

Integrál pozd¨º Γ vypo£ítame pomocou teorémy o rezíduách. Integrand má jednoduché póly v z = eıπ(1+2k)/6, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5. Tri z
nich sú v hornej polrovine. Pre R > 1, máme

∫
Γ

1
z6 + 1

dz = ı2π
2∑
k=0

Res
(

1
z6 + 1

, eıπ(1+2k)/6

)

= ı2π
2∑
k=0

lim
z→eıπ(1+2k)/6

z − eıπ(1+2k)/6

z6 + 1
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Ke¤ºe £itate© a menovate© idú k nule, pouºijeme L'Hospitalovo pravidlo.

= ı2π
2∑
k=0

lim
z→eıπ(1+2k)/6

1
6z5

=
ıπ

3

2∑
k=0

e−ıπ5(1+2k)/6

=
ıπ

3

(
e−ıπ5/6 + e−ıπ15/6 + e−ıπ25/6

)
=
ıπ

3

(
e−ıπ5/6 + e−ıπ/2 + e−ıπ/6

)
=
ıπ

3

(
−
√

3− ı
2

− ı+
√

3− ı
2

)

=
2π
3

Teraz vy²etríme integrál pozd¨º ΓR. Pouºijeme horné ohrani£enie modulu integrálu a ukáºeme ºe hodnota integrálu ide k nule pre R→∞.∣∣∣∣∫
ΓR

1
z6 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ πR max

z∈ΓR

∣∣∣∣ 1
z6 + 1

∣∣∣∣
= πR

1
R6 − 1

→ 0 as R→∞.

Teraz uº môºeme vyhodnoti´ pôvodny reálny integrál. ∫
Γ

1
z6 + 1

dz =
2π
3∫ R

−R

1
x6 + 1

dx+
∫

ΓR

1
z6 + 1

dz =
2π
3

Vezmeme limitu pre R→∞. ∫ ∞
−∞

1
x6 + 1

dx =
2π
3∫ ∞

0

1
x6 + 1

dx =
π

3
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Rovnaký výsledok by sme dostali keby sme uzavreli cestu v dolnej polrovine. Poznamenajme ºe v takom prípade by uzavretá krivka bola
záporne orientovaná.

Method 2: Integra£ná cesta - kruºnicový výsek. Uvaºujme krivku Γ, ktorá za£ína v po£iatku, ide k bodu R pozd¨º reálnej osi, potom
k bodu R eıπ/3 pozd¨º kruºnice o polomere R a potom naspat do po£iatku pozd¨º lú£a θ = π/3. (Vi¤ obr. 7.3.)

Obr. 7.3: Integra£ná cesta - kruºnicový výsek.

Integrál pozd¨º Γ vypo£ítame pomocou teorémy o rezíduách. Integrand má jeden jednoduchý pól vo vnútri krivky v z = eıπ/6. Pre
R > 1, máme ∫

Γ

1
z6 + 1

dz = ı2πRes
(

1
z6 + 1

, eıπ/6
)

= ı2π lim
z→eıπ/6

z − eıπ/6

z6 + 1

Ke¤ºe £itate© a menovate© idú k nule, pouºijeme L'Hospitalovo pravidlo.

= ı2π lim
z→eıπ/6

1
6z5

=
ıπ

3
e−ıπ5/6

=
π

3
e−ıπ/3
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Teraz vy²etríme integrál pozd¨º kruºnicového oblúka ΓR. Pouºijeme horné ohrani£enie modulu integrálu a ukáºeme ºe hodnota integrálu
ide k nule pre R→∞.

∣∣∣∣∫
ΓR

1
z6 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ πR

3
max
z∈ΓR

∣∣∣∣ 1
z6 + 1

∣∣∣∣
=
πR

3
1

R6 − 1
→ 0 as R→∞.

Teraz uº môºeme vyhodnoti´ pôvodny reálny integrál.

∫
Γ

1
z6 + 1

dz =
π

3
e−ıπ/3∫ R

0

1
x6 + 1

dx+
∫

ΓR

1
z6 + 1

dz +
∫ 0

R eıπ/3

1
z6 + 1

dz =
π

3
e−ıπ/3∫ R

0

1
x6 + 1

dx+
∫

ΓR

1
z6 + 1

dz +
∫ 0

R

1
x6 + 1

eıπ/3 dx =
π

3
e−ıπ/3

Vezmeme limitu pre R→∞.

(
1− eıπ/3

)∫ ∞
0

1
x6 + 1

dx =
π

3
e−ıπ/3∫ ∞

0

1
x6 + 1

dx =
π

3
e−ıπ/3

1− eıπ/3∫ ∞
0

1
x6 + 1

dx =
π

3
(1− ı

√
3)/2

1− (1 + ı
√

3)/2∫ ∞
0

1
x6 + 1

dx =
π

3
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Rie²enie 7.14
(a) Pre výpo£et integrálu urobme substitúciu z = eıθ. Integra£ná cesta v komplexnej rovine je kladne orientovaná jednotková kruºnica.

∫ π

−π

dθ
1 + sin2 θ

=
∫
C

1
1− (z − z−1)2

/4
dz
ız

=
∫
C

ı4z
z4 − 6z2 + 1

dz

=
∫
C

ı4z(
z − 1−

√
2
) (
z − 1 +

√
2
) (
z + 1−

√
2
) (
z + 1 +

√
2
) dz.

Jednoduché póly sú v z = ±1±
√

2. Póly v z = −1 +
√

2 a z = 1−
√

2 sú vo vnútri integra£néj cesty. Integrál vypo£ítame pomocou
vz´ahu pre rezíduá. ∫

C

ı4z
z4 − 6z2 + 1

dz = ı2π
(

Res
(

ı4z
z4 − 6z2 + 1

, z = −1 +
√

2
)

+ Res
(

ı4z
z4 − 6z2 + 1

, z = 1−
√

2
))

= −8π

(
z(

z − 1−
√

2
) (
z − 1 +

√
2
) (
z + 1 +

√
2
) ∣∣∣∣∣
z=−1+

√
2

+
z(

z − 1−
√

2
) (
z + 1−

√
2
) (
z + 1 +

√
2
) ∣∣∣∣∣
z=1−

√
2

)

= −8π
(
− 1

8
√

2
− 1

8
√

2

)
=
√

2π

(b) Najprv vyuºijeme symetriu na roz²írenie integra£nej oblasti.

∫ π/2

0

sin4 θ dθ =
1
4

∫ 2π

0

sin4 θ dθ

Potom prevedieme substitúciu z = eıθ. Integra£ná cesta v komplexnej rovine je kladne orientovaná jednotková kruºnica. Integrál
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vypo£ítame pomocou teoréme o rezíduách.

1
4

∫ 2π

0

sin4 θ dθ =
1
4

∫
C

1
16

(
z − 1

z

)4 dz
ız

=
1
64

∫
C

−ı (z
2 − 1)4

z5
dz

=
−ı
64

∫
C

(
z3 − 4z +

6
z
− 4
z3

+
1
z5

)
dz

= ı2π
−ı
64

6

=
3π
16

Rie²enie 7.15
(a) Nech C je kladne orientovaná jednotková kruºnica v po£iatku. Parametrizujme túto krivku.

z = eıθ, dz = ı eıθ dθ, θ ∈ (0 . . . 2π)

Napí²me sin θ a deriváciu dθ pomocou z. Potom integrál vypo£ítame pomocou teorémy o rezíduách.∫ 2π

0

1
2 + sin θ

dθ =
∮
C

1
2 + (z − 1/z)/(ı2)

dz
ız

=
∮
C

2
z2 + ı4z − 1

dz

=
∮
C

2(
z + ı

(
2 +
√

3
)) (

z + ı
(
2−
√

3
)) dz

= ı2πRes
((
z + ı

(
2 +
√

3
))(

z + ı
(

2−
√

3
))

, z = ı
(
−2 +

√
3
))

= ı2π
2

ı2
√

3

=
2π√

3

(b) Najprv uvaºujme prípad a = 0. ∫ π

−π
cos(nθ) dθ =

{
0 pre n ∈ Z+

2π pre n = 0
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Teraz uvaºujme |a| < 1, a 6= 0. Ke¤ºe
sin(nθ)

1− 2a cos θ + a2

je párna funkcia, ∫ π

−π

cos(nθ)
1− 2a cos θ + a2

dθ =
∫ π

−π

eınθ

1− 2a cos θ + a2
dθ

Nech C je kladne orientovaná jednotková kruºnica v po£iatku. Parametrizujme túto krivku.

z = eıθ, dz = ı eıθ dθ, θ ∈ (−π . . . π)

Napí²me integrand a diferenciál dθ pomocou z. Potom integrál vypo£ítame pomocou teorémy o rezíduách.∫ π

−π

eınθ

1− 2a cos θ + a2
dθ =

∮
C

zn

1− a(z + 1/z) + a2

dz
ız

= −ı
∮
C

zn

−az2 + (1 + a2)z − a
dz

=
ı

a

∮
C

zn

z2 − (a+ 1/a)z + 1
dz

=
ı

a

∮
C

zn

(z − a)(z − 1/a)
dz

= ı2π
ı

a
Res

(
zn

(z − a)(z − 1/a)
, z = a

)
= −2π

a

an

a− 1/a

=
2πan

1− a2

Napí²eme hodnotu integrálu pre |a| < 1 a n ∈ Z0+.

∫ π

−π

cos(nθ)
1− 2a cos θ + a2

dθ =

{
2π pre a = 0, n = 0
2πan

1−a2 iná£
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Rie²enie 7.16
Uvaºujme integrál ∫ 1

0

x2

(1 + x2)
√

1− x2
dx.

Prevedieme substitúciu x = sin ξ a dostaneme, ∫ π/2

0

sin2 ξ

(1 + sin2 ξ)
√

1− sin2 ξ
cos ξ dξ

∫ π/2

0

sin2 ξ

1 + sin2 ξ
dξ

∫ π/2

0

1− cos(2ξ)
3− cos(2ξ)

dξ

1
4

∫ 2π

0

1− cos ξ
3− cos ξ

dξ

Teraz prevedieme substitúciu z = eıξ a dostaneme krivkový integrál na jednotkovej kruºnici.

1
4

∫
C

1− (z + 1/z)/2
3− (z + 1/z)/2

(
−ı
z

)
dz

−ı
4

∫
C

(z − 1)2

z(z − 3 + 2
√

2)(z − 3− 2
√

2)
dz

Vo vnútri krivky sa nachádzajú dva jednoduché póly. Hodnota integrálu je

ı2π
−ı
4

(
Res

(
(z − 1)2

z(z − 3 + 2
√

2)(z − 3− 2
√

2)
, 0
)

+ Res
(

(z − 1)2

z(z − 3 + 2
√

2)(z − 3− 2
√

2)
, z = 3− 2

√
2
))

π

2

(
lim
z→0

(
(z − 1)2

(z − 3 + 2
√

2)(z − 3− 2
√

2)

)
+ lim
z→3−2

√
2

(
(z − 1)2

z(z − 3− 2
√

2)

))
.

∫ 1

0

x2

(1 + x2)
√

1− x2
dx =

(2−
√

2)π
4
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Dodatok A

Vzorce pre derivovanie

Poznámka: c ozna£uje kon²tantu a ′ deriváciu.

d
dx

(fg) =
df
dx
g + f

dg
dx

d
dx

f

g
=
f ′g − fg′

g2

d
dx
f c = cf c−1f ′

d
dx
f(g) = f ′(g)g′

d2

dx2
f(g) = f ′′(g)(g′)2 + f ′g′′

dn

dxn
(fg) =

(
n

0

)
dnf
dxn

g +
(
n

1

)
dn−1f

dxn−1

dg
dx

+
(
n

2

)
dn−2f

dxn−2

d2g

dx2
+ · · ·+

(
n

n

)
f

dng
dxn

d
dx

lnx =
1
|x|
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d
dx
cx = cx ln c

d
dx
fg = gfg−1 df

dx
+ fg ln f

dg
dx

d
dx

sinx = cosx

d
dx

cosx = − sinx

d
dx

tanx = sec2 x

d
dx

cscx = − cscx cotx

d
dx

secx = secx tanx

d
dx

cotx = − csc2 x

d
dx

arcsinx =
1√

1− x2
, −π

2
≤ arcsinx ≤ π

2

d
dx

arccosx = − 1√
1− x2

, 0 ≤ arccosx ≤ π

d
dx

arctanx =
1

1 + x2
, −π

2
≤ arctanx ≤ π

2

d
dx

sinhx = coshx

d
dx

coshx = sinhx

224



d
dx

tanhx = sech2 x

d
dx

cschx = − cschx cothx

d
dx

sechx = − sechx tanhx

d
dx

cothx = − csch2 x

d
dx

arcsinhx =
1√

x2 + 1

d
dx

arccoshx =
1√

x2 − 1
, x > 1, arccoshx > 0

d
dx

arctanhx =
1

1− x2
, x2 < 1

d
dx

∫ x

c

f(ξ) dξ = f(x)

d
dx

∫ c

x

f(ξ) dξ = −f(x)

d
dx

∫ h

g

f(ξ, x) dξ =
∫ h

g

∂f(ξ, x)
∂x

dξ + f(h, x)h′ − f(g, x)g′
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Dodatok B

Vzorce pre integrovanie

∫
u

dv
dx

dx = uv −
∫
v

du
dx

dx

∫
f ′(x)
f(x)

dx = log f(x)

∫
f ′(x)

2
√
f(x)

dx =
√
f(x)

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
for α 6== −1

∫
1
x
dx = log x

∫
eax dx =

eax

a∫
abx dx =

abx

b log a
for a > 0
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∫
log x dx = x log x− x

∫
1

x2 + a2
dx =

1
a

arctan
x

a∫
1

x2 − a2
dx =

{
1
2a log a−x

a+x for x2 < a2

1
2a log x−a

x+a for x2 > a2

∫
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

|a|
= − arccos

x

|a|
for x2 < a2

∫
1√

x2 ± a2
dx = log(x+

√
x2 ± a2)

∫
1

x
√
x2 − a2

dx =
1
|a|

sec−1 x

a∫
1

x
√
a2 ± x2

dx = −1
a

log

(
a+
√
a2 ± x2

x

)
∫

sin(ax) dx = −1
a

cos(ax)

∫
cos(ax) dx =

1
a

sin(ax)

∫
tan(ax) dx = −1

a
log cos(ax)

∫
csc(ax) dx =

1
a

log tan
ax

2∫
sec(ax) dx =

1
a

log tan
(π

4
+
ax

2

)
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∫
cot(ax) dx =

1
a

log sin(ax)

∫
sinh(ax) dx =

1
a

cosh(ax)

∫
cosh(ax) dx =

1
a

sinh(ax)

∫
tanh(ax) dx =

1
a

log cosh(ax)

∫
csch(ax) dx =

1
a

log tanh
ax

2∫
sech(ax) dx =

i

a
log tanh

(
iπ

4
+
ax

2

)
∫

coth(ax) dx =
1
a

log sinh(ax)

∫
x sin ax dx =

1
a2

sin ax− x

a
cos ax

∫
x2 sin ax dx =

2x
a2

sin ax− a2x2 − 2
a3

cos ax

∫
x cos ax dx =

1
a2

cos ax+
x

a
sin ax

∫
x2 cos ax dx =

2x cos ax
a2

+
a2x2 − 2

a3
sin ax
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Dodatok C

Sú£ty radov

∞∑
n=1

rn =
r

1− r
, for |r| < 1

N∑
n=1

rn =
r − rN+1

1− r

b∑
n=a

n =
(a+ b)(b+ 1− a)

2

N∑
n=1

n =
N(N + 1)

2

b∑
n=a

n2 =
b(b+ 1)(2b+ 1)− a(a− 1)(2a− 1)

6

N∑
n=1

n2 =
N(N + 1)(2N + 1)

6
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∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= log(2)

∞∑
n=1

1
n2

=
π2

6

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=
π2

12

∞∑
n=1

1
n3

= ζ(3)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n3
=

3ζ(3)
4

∞∑
n=1

1
n4

=
π4

90

∞∑
n=1

(−1)n+1

n4
=

7π4

720

∞∑
n=1

1
n5

= ζ(5)

∞∑
n=1

(−1)n+1

n5
=

15ζ(5)
16

∞∑
n=1

1
n6

=
π6

945
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∞∑
n=1

(−1)n+1

n6
=

31π6

30240
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Dodatok D

Taylorove rady

(1− z)−1 =
∞∑
n=0

zn |z| < 1

(1− z)−2 =
∞∑
n=0

(n+ 1)zn |z| < 1

(1 + z)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
zn |z| < 1

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
|z| <∞

log(1− z) = −
∞∑
n=1

zn

n
|z| < 1

log
(

1 + z

1− z

)
= 2

∞∑
n=1

z2n−1

2n− 1
|z| < 1
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cos z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
|z| <∞

sin z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
|z| <∞

tan z = z +
z3

3
+

2z5

15
+

17z7

315
+ · · · |z| < π

2

cos−1 z =
π

2
−
(
z +

z3

2 · 3
+

1 · 3z5

2 · 4 · 5
+

1 · 3 · 5z7

2 · 4 · 6 · 7
+ · · ·

)
|z| < 1

sin−1 z = z +
z3

2 · 3
+

1 · 3z5

2 · 4 · 5
+

1 · 3 · 5z7

2 · 4 · 6 · 7
+ · · · |z| < 1

tan−1 z =
∞∑
n=1

(−1)n+1z2n−1

2n− 1
|z| < 1

cosh z =
∞∑
n=0

z2n

(2n)!
|z| <∞

sinh z =
∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
|z| <∞

tanh z = z − z3

3
+

2z5

15
− 17z7

315
+ · · · |z| < π

2

Jν(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(ν + n+ 1)

(z
2

)ν+2n

|z| <∞

Iν(z) =
∞∑
n=0

1
n!Γ(ν + n+ 1)

(z
2

)ν+2n

|z| <∞
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