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Kapitola 1

Komplexné disla

1.1 Uvod

Algebraicky tvar komplexného ¢&isla. Tvar z = x + 1y sa nazyva algebraicky tvar, kde (z,y € R), R(2) = x predstavuje redlnu
a §(z) = y imagindrnu Cast z, a ¢ je imagindrna jednotka.

Operacie. Nech z; = x1 + 11, 22 = 2 + 12, potom plati:

e Rovnost:
z1 =22 = 1 = T2 ANYy1 = Yo,

e Sucet a rozdiel:
21+ 22 = (v1+x2) +o(yr +92), 21— 22 = (w1 — x2) +2(y1 — ¥2)

e Sudin:
2129 = (21 +w1) (w2 +1y2) = 2172 +121Y2 + W1 72 + 22ylyz = (2172 — Y1y2) +2(T1Y2 + Yy122)
e Podiel (za predpokladu zs # 0):

Z1_ Tt T+ Wi T2 — e TiT2+Y1Y2  Tiye + YiTo

Zo  Totwys TatweTo—wo a3+ Y3 x5+ Y3



Vlastnosti. Nech z,(,w € C a nech z =z 41y, ( = £ + 2. Plati:

e Uzavretost vzhladom na séitanie a nasobenie:

z+ (= (v +w)+ (§+n)
=(@+&+e(y+) €eC,
2¢ = (x +y) (§ + )
= x& + 1wt + wé + 1 yy
= (x€ — yy) + 1 (x¢ + Ey) € C.

e Komutitativnost vzhladom na sé¢itanie a nasobenie:

z+(=(+z,
z( =(z.

e Asociativny zakon vzhladom na s¢itanie a nasobenie:

F+O+w=z+(C+w),
(2Q)w =z (Cw).

e Distributivny zakon:
z(C+w) =2( + 2w.

Komplexne zdruZené ¢€islo. Komplexné ¢islo Z = x — iy nazyvame ¢islom komplexne zdruzenym k z a plati:

Komplexna rovina. Komplexné ¢&islo z = x + 2y mézeme zobrazit ako dvojicu redlnych &isiel (z,y), a teda ako bod v rovine R?,
ktord nazyvame komplexnd rovina. (Vid obr. ) Komplexné ¢islo v tvare z = = + 1y sa nazyva kartézsky tvar.



Modul komplexného &isla. Velkost alebo modul komplexného €isla je vzdialenost bodu od pociatku. Je definovany ako |z| =
|z +2y| = /22 + 2. Plati ze 22 = (x + w)(z — 1) = 22 + 3? = |2|%. Modul m4 nasledujiice vlastnosti.

L [z¢] = |2] [C]
2l E
2. c K pre ¢ # 0.

3. |z + (< el + (]
4. [z +¢| = Iz = (¢l
Argument komplexného &isla. Argument komplexného ¢isla je uhol ktory zviera vektor tvoreny pociatkom a bodom z = x + wy

s kladnou osou z. Argument sa oznacuje arg(z) a dé sa urcit pre vSetky nenulové ¢isla az na aditivny celo¢iselny nasobok 27. Hlavnd
hodnota komplexného ¢isla je z intervalu (—m, 7] a oznatuje sa Arg(z). Plati:

arg(z() = arg(z) + arg(()
Arg(z() # Arg(z) + Arg(()
arg (2%) = arg(z) + arg(z) # 2arg(2)

Polarny tvar. Komplexné ¢islo z = z+1y sa da s pouZitim trigonometrie napisat v poldrnom tvare z = r(cos+1sin ), kde r = |z|
je modul a 0 = arctan(z,y) je argument 2 (Vid obr.[L.1])

Im(2)

(xy)

rsin

Re(2)

r cosb

Obr. 1.1: Polarny tvar.

Dolezité vztahy.
e Eulerov vzorec:

e = cos + 1sin 6.



e Kosinus a sinus pomocou exponencidlnej funkcie:

ez@ + e—z@ ezG _ e—l@

cos(f) = 5 , sin(f) = 5
?

e Konverzia medzi kartézskym a polarnym tvarom:

0

re’ =rcosf +rsinb,

T4y = /2 + yg ezarctan(w,y) )
Kartézsky tvar je vhodny pre s¢itanie a polarny pre nésobenie a delenie.

e DeMoivreova formula:
cos(nf) + ¢sin(nf) = (cos @ + 1sin 9)"



1.2 Ulohy

Uloha 1.1
Napiste nasledujice vyrazy v algebraickom tvare:

(a) (1+4142)7

1
(b) =
1z+72

() (34+14)

[Napovedal |Riesenie

Uloha 1.2
Overte ze:

1+42 2—4 2

@ 3=t =3

(b) (1—i) =4

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 1.3
Napiste nasledujice vyrazy v tvare a + ib:

(@ (1+ i\/§>_10

(b) (11 + i4)?

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.4
Napiste nasledujice komplexné Cisla v tvare a + ib:

o (i)



(b) (1—1)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.5
Ak z = x + iy, napiSte nasledujice v tvare u(z,y) + iv(z,y):

(@) ()

z 412
b
(b) 2—1z

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 1.6
Najdite a zobrazte vsetky hodnoty komplexnych Cisiel a definujte hlavni hodnotu.

() (1+0)"
(b) /1

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.7
Nacrtnite oblasti komplexnej roviny:

(a) IR(z)] +2/3(z)] < 1
(b) 1<|z—i[ <2

(€) |z =il <[z 41

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.8
Dokazte nasledujiice rovnosti:

(a) arg(z() = arg(z) + arg(¢)
(b) Arg(2() # Arg(z) + Arg(¢)



(c) arg (%) = arg(z) + arg(z) # 2arg(z)

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.9
Geometrickymi a algebraickymi argumentami ukazte ze pre komplexné Cisla z a ( platia nerovnosti:

2] = ICIf < Jz +¢] < 2] + <]

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.10
Najdite vsetky hodnoty vyrazov a znazornite ich graficky.

@) (-1
(b) 8V/°

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.11
Najdite vsetky hodnoty vyrazov a znazornite ich graficky.

(@) (-1~
(b) 16'/8

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.12
Nacrtnite oblasti alebo krivky dane vztahmi:

(a) 1<]z—id2|<2
(b) [R(z)] +5|3(2)| =1

(€) |z =il = [z +1

[Napovedal |Riesenie]




Uloha 1.13
Nacrtnite oblasti alebo krivky dane vztahmi:

@) z—1+i <1
(b) R(z) — 3(2) =5

(€) [z —il+|z+i =1

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.14
Rieste rovnicu

le? —1] =2

pre 6 (0 < 0 < 7) a overte rieSenie graficky.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.15

Ukazte ze Eulerova formula, € = cos +isin 6, je forméalne konzistentna so standardnym rozvojom do Taylorovho radu pre redlne funkcie

e®, cosr a sinx. Uvazujte rozvoj do Taylorovho radu funkcie e* okolo 2 = 0 ako definiciu exponencialnej funkcie pre komplexni premennu.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 1.16
S pouzitim de Moivreovho vzorca odvod'te trigonometrick( identitu

cos(36) = cos®(6) — 3 cos() sin?(6).

[Napovedal |Riesenie

Uloha 1.17
Stanovte vzorec
1— ZnJrl
1+z+z2+'--+z"=71 ; (z #1),
—z

pre sicet koneCného geometrického radu; potom odvodte vzorce
1 sin((n+1/2))

(8) 1+ cos(®) + cos(26) + -+ cos(nd) = 5 + =5 s



y . . 10 cos((n+1/2))
(b) sin(#) + sin(20) + - - - + sin(nd) = 5 cot 3 T 2sn(0)2)
kde 0 < 6 < 2.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.18
Dokazte |z¢| = |z||¢] a
[Napovedal |Riesenie]|

= % s pouzitim polarneho tvaru.

z
¢

Uloha 1.19
Dokazte ze
4¢P+ 12 = ¢ =2 (|2 + 1¢I)

Interpretujte to geometricky.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.20
Napiste (1 +4)'° v kartézskom tvare pomocou nasledovnych dvoch metéd:

(a) Pouzite jednoduché nasobenie. Pocet nasobeni by nemal presiahnut 4.

(b) Pouzite nasobenie v polarnom tvare.

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 1.21 o
Ukazte ze kazdé z &isel z = —a + (a® — b) /2 spiia rovnicu 22 + 2az + b = 0.
[Napovedal |Riesenie]




1.3 NAapovedy

Napoveda 1.1
Napoveda 1.2
Napoveda 1.3
Napoveda 1.4
Napoveda 1.5
Napoveda 1.6
Napoveda 1.7
Napoveda 1.8
Napoveda 1.9

Napiste mnohohodnotovost explicitne.

Napoveda 1.10
Uvazujte trojuholnik s vrcholmi v 0, z a z + (.

Napoveda 1.11

10



Napoveda 1.12
Napoveda 1.13
Napoveda 1.14
Napoveda 1.15

Napoveda 1.16
Najdite Taylorove rady €¥, cos@ a sin 6. Vsimnite si ze i?" = (—1)".

Napoveda 1.17
Napoveda 1.18

Napoveda 1.19
|e? | = 1.

Napoveda 1.20
UvaZujte paralelogram definovany pomocou z a (.

Napoveda 1.21

(1+0)10 = (((1 + 1)2)2>2 (1+4)2.

Napoveda 1.22
Dosad'te &isla do rovnice.

11



1.4 RieSenia

Riesenie 1.1
(a) Umochovanie mézeme previest priamym nasobenim.

(1+1i2)" = (1 +142)(1 +i2)%(1 +i2)*
= (1 +142)(—3 +i4) (=3 + i4)*
= (11 —i2)(=7 — i24)
=29 + 14278

Problém mézeme tiez riesit pomocou De Moivreovej teorémy.

. 7
(1 + 7,2)7 — <\/5e1 aI‘Ctan(LQ))
= 125\/gei7arctan(1,2)
= 125\/5008(7 arctan(1,2)) + i125\/gsin(7 arctan(1,2))

(b)
11
(z2) (2 —iy)?
1 (=)
(z —iy)? (z +iy)?
_ (z41y)?
- (x2+y2)2

¢ —y w 2zy
= i
(22 + 12)2 (22 + 42)2

12



(c) Vyraz mézeme vyhodnotit pomocou De Moivreovej teorémy.

z+Z
(34+14)

=(—y+iz+z—iy)(3+4)7°

. -9
= (]_ + Z)(LL' _ y) (\/Eez arctan(S,l))

1 )
=(14+1i)(z—y)—— e~ arctan(3,1)
(A+i)e 1) 10000v/10
1+ —
= W (cos(9arctan(3,1)) — isin(9arctan(3,1)))

_ _(z—y)
10000y/10
(x—y)

. Y .
+i——— (cos(9 arctan(3,1)) — sin(9 arctan(3, 1
0000 g (€os(@arctan(3, 1)) — sin(9 arctan(3, 1))

(cos(9arctan(3, 1)) + sin(9 arctan(3, 1)))

Problém sa tiez da riesit priamym nasobenim, aj ked' je to trochu nepraktické.

iz+z  (~y+ir+z—iy)(3—1i)°

(3+14)° 109
2 2
1+ - yE-1) ((6-1%)7)
B 109
(1+i)(x—y)(3—1) ((8 - i6)2>
B 109
_ (149 (z—y)(3 —i)(28 —i96)
109
(1 +d)(x —y)(3 — i) (—8432 — i5376)
- 10
(z — y)(—22976 — i38368)
N 109

~ 359(y — ) L 1199(y — x)
© 15625000 31250000

13



Riesenie 1.2

(a)

(b)

Riesenie 1.3

1+4d2  2—4 1423+  2—i—i

3—i4 5  3—id3+id 5 —i
_—5+i10+—1—i2
T 95 5

2
5

(1—i)*=(—i2)*= -4

(a) Najprv prevedieme nasobenie v kartézskom tvare.

(1+z’\/§)_

1eav) (1+v8)")
)

2+i2V3 2+z2f) )

- (((

((- (-

(( 2+ i2v3) (~8 - i8v3) )
- ((-

(

24 z2xf) (—128 + i128\/§))71

512 — i512\/§) B
1 -1
T 5121443
1 -1 1-iV3
T 512144v31—iV3
1 V3
_M“W\Zg

14



Teraz prevedieme nasobenie v polarnom tvare.

(1+ i\/§>710 - (2 ei”/3>710

— 9-10 o—il07/3

= —1 cos | — —107T +sin | — —IOW
1024 3 3
1 4 . 4
=——(cos|— | —isin| —
1024 3 3

1 1 V3
= — —— 4+ 71—
1024 2 2

1 V3

“ 2048 2048

(b)
(11 4 i4)? = 105 + 788

Riesenie 1.4

(a)

2+i  \* [ 2+i \°
(i6—(1—i2)) <—1+i8)
344
- —63—1i16
3+i4 —63+il6
—63 —i16 —63 + 16
253 204
T4225  '42%5

15



Riesenie 1.5

(a)

- (&)

T+ 1y

T — 1y
r+iyx+ iy
T—iyx+iy
acz—y2 Y 2xy
22 + 32 22 + 2

Tty + 2

2 —i(x —iy)

z+i(y+2)

2y —iz

x4+i(ly+2)2—y+ix

2—y—iz 2—y+ix

_ 22—y —(y+2)z , 2?+(y+2)(2—y)

2y +a? 2—ypP -+’
—2xy A+ — P
(3
2-y)?+a®  (2-y)P+a?

16



Riesenie 1.6

(a)

. . 1/3
(1 +Z)1/3 _ (\/§el7r/4)
— \f)/iei’n'/IQ 11/3
— 62€iﬂ/12ei2ﬁk/37 k:071,2

_ {%em/m 6/9 ¢i3m/4 ¢ 26i177r/12}

Hlavna hodnota korena je
YTTi= Yaeniz,

Korene st znazornené na obr. [1.2

Obr. 1.2: (1 +4)'/3

17



Hlavna hodnota korena je

Korene sii znazornené na obr.

Riesenie 1.7

(a)

, 1/4
/4 — (ez7r/2>
_ oim/871/4
:eiﬂ'/8ei27rk:/4, k:0,172,3

_ {em’/S’ ez57r/8, ezQTr/B7 ezldﬂ'/S}

\4/ZTZ eiTr/S-
PY 1
)
-1 1
)
-1 ®
Obr. 1.3: §1/4

R(2) +2[3(2)] <1
|z +2[y] <1

18



V prvom kvadrante to je trojuholnik pod priamkou y = (1 —x)/2. Symetrickym zobrazenim tohto trojuholnika vzhladom na saradnicové
osi dostaneme trojuholniky aj v ostatnych kvadrantoch. Konkrétne, dostaneme mnozinu bodov: {z =z +iy | -1 <2 < 1A |yl <

(1 — |z[)/2}. Vid obr.

Obr. 1.4: |R(2)| +2|S(2)] < 1

(b) |z — 4| predstavuje vzdialenost od bodu i v komplexnej rovine. Teda 1 < |z — i| < 2 predstavuje medzikruzie so stredom v bode z = ¢
medzi polomermi 1 a 2. Vid obr. [L.5]

(c) Body ktoré su blizsie k z = i nez z = —i st tie v hornej polrovine. Vid obr.

Riesenie 1.8
Nech z = re' a ¢ = pe'®.

(a)
arg(=() = arg(2) + arg(0)
arg (rp ei(9+¢)) ={0+2mm} + {¢ + 2mn}
{0+ ¢+2mky = {0+ 6+ 2rm)

19



IS

Obr.1.5: 1< |z —1] <2

Obr. 1.6: Horna polrovina.

20



(b)
Arg(2() # Arg(z) + Arg(()

Uvazujme z = ( = —1. Arg(z) = Arg({) = 7, aviak Arg(z() = Arg(1) = 0. Potom dostavame 0 # 2.
(c)

arg (2%) = arg(2) + arg(z) # 2arg(z)
arg (r? %) = {0 + 2rk} + {0 + 2rm} # 2{0 + 2mn}
{20 + 27k} = {20 + 2mwm} # {20 + 47n}

Riesenie 1.9
Uvazujme trojuholnik v komplexnej rovine s vrcholmi v 0, z a z + ¢. (Vid obr.|1.7})

g s 7*5

1z+C |

Obr. 1.7: Trojuholnikova nerovnost.

Dlzky stran trojuholnika st |z|, |¢| a |z + ¢|. Druha nerovnost poukazuje na to ze jedna strana v trojuholniku musi byt mensia alebo
rovna sictu dlzok ostatnych dvoch stran.

|2+ ¢ < [z + [C]

Prva nerovnost poukazuje na to ze jedna strana v trojuholniku musi byt vacsia alebo rovna rozdielu dizok ostatnych dvoch stran.

24+ ¢l = Iz = <]

21



Teraz dokazeme nerovnosti algebraicky. Nerovnost zredukujeme na rovnost. Nech z = re?, ¢ = pei®.
2] = [¢Il < [z + ¢l < |2 + (<]
r—pl < |re? +pe?| <r+p
(r = p)” < (re +pei®) (re +pe=i%) < (r + )’
24 p2 = 2rp <12+ p? 4 1pet0=9) 4rpel(=0+8) <42 4 )2 4 opp
—2rp < 2rpcos (0 — ¢) < 2rp
—1<cos(f—9)<1

Riesenie 1.10
(a)
( 1)—3/4 _ ((_1)—3)1/4
— (-p!
_ (eiﬂ')l/4
— eim/4q1/4
=em/hethT/2 | =0,1,2,3
_ {em/zx7 ei3T/4 it/ ei77r/4}
_{1—1—2’ “14i —1—i 1—@'}
Vid obr. L8
(b)
81/6 _ \5/§11/6
=V2e*/3 £ =0,1,2,3,4,5
_ {\@7 V2ei/3 \/ieiQﬂ—/S, V2eim, \/iei‘”/?’, \/ieifyrr/l}}
_ \/5714—2\/3’—1—1—2\/37_\/57—1—2\/3’1—@\/3
V2 V2 V2 V2
Vid obr.[L.9

22



Obr. 1.8: (—1)73/4

Riesenie 1.11
(a)
(=)™t = ((-)~HM
= (-1t
_ (eiﬂ')l/4
— eim/4q1/4
=emAehT2 | =0,1,2,3
_ {em/zx7 ei3T/4 i/ ei77r/4}
_{1—1—2’ 144 —1—i 1—¢}
Slv2T V2 V2 V2
Vid obr. [I.100

23



o o
1
@ @
-2 -1 1 2
-1
L o
-2
Obr. 1.9: 81/6
(b)
16Y/8 = V/161Y/8
=V2e*Rm/4 £ =0,1,2,3,4,5,6,7
_ {\/57 V26 \[26im/2 \[36i3T/A \[36im \/D T/ (/D372 \@emr/zx}
- {\/5,1+i,i\/§,—1+z’,—\/§,—1—z‘,—i\/ﬁ,l—i}
Vid obr. [L11]
Riesenie 1.12

(a) |z — 72| predstavuje vzdialenost od bodu i2 v komplexnej rovine. Teda 1 < |z — i2| < 2 predstavuje medzikruzie. Vid obr.
(b)

[R(2)] +5[3(=)] =1
|z +5ly| =1

24
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Obr. 1.10: (—1)~1/4

V prvom kvadrante je to priamka y = (1 — x)/5. Symetrickym zobrazenim daného segmentu priamky vzhladom na siiradnicove osi
dostaneme segmenty v ostatnych kvadrantoch. Konkrétne dostadvame mnozinu bodov: {z =z +iy | -1 <ax < 1Ay ==+(1—|z|)/5}.

Vid obr. [[L13
(c) Mnozina bodov s rovnakou vzdialenostou od i a —i je realna os. Vid obr.
Riesenie 1.13

(a) |z — 1+ i| predstavuje vzdialenost od bodu (1 — ). Teda |z — 14| < 1 predstavuje disk jednotkového polomeru so stredom v (1 —i).
Vid obr. [L.15

(b)

R(z) —S(2) =5
rT—y=>5
y=x—5

Vid obr. [L16

(c) Kedze |z —i| + |z + | > 2, neexistuje rieSenie rovnice |z —i| + |z +¢| = 1.

25



'
° 1 °
0_1 10
° -1 °
'

-3-2-1 1 2
-1

Obr. 1.12: 1 < |z — 2] < 2
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\ 1

-0.4¢

Obr. 1.13: |R(2)| +5|¥(2)| =1

-1t

Obr. 1.14: |z —i| = |z + {

27



Obr. 1.15: |z —1+1i| < 1

[

-10 -5 5 10

-10¢t

-15¢

Obr. 1.16: R(z) — S(2) =5

28



Riesenie 1.14

le? —1] =2
(e —1) (7 —1) =4
1-e? e 11-4
—2cos(f) =2
O=m

{e® |0 <6 <7} je jednotkova polkruznica v hornej polrovine komplexnej roviny od 1 po —1. Jediny bod na tejto polkruznici so
vzdialenostou 2 od bodu 1 je bod —1, ¢o odpoveda uhlu 6 = 7.

Riesenie 1.15
Pripomenme si Taylorov rozvoj € v z = 0.
X .n
ew — xf
g -
n—o "

Vezmime to ako definiciu exponencialnej funkcie pre komplexnt premennu.

n=0
-3 o
n:On
e L e s e
— 9 n 0 n-+
;::0 @n)! +an::0(2n+1)!

Porovnajme tento vyraz s Taylorovym rozvojom funkcii sinus a kosinus.

. - (71)n 2n . o S (71)n 2n+1
COSQ—Z (2n)'9 s Slna—Zme y

n=0

n=0

Teda € a cos @ + isin @ maja rovnaky Taylorov rozvoj v § = 0.

e = cosH—i—isinG‘
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Riesenie 1.16
cos(36) + i sin(36) = (cos § 4 isin h)>
cos(360) + isin(30) = cos® § + i3 cos? sin § — 3 cos O sin? f — isin® 0
Dame do rovnosti redlne Casti rovnice.
cos(36) = cos® 6 — 3 cosfsin® 0

Riesenie 1.17
Definujme cCiastocny sicet,

Teraz uvazujme (1 — 2)S,(2).

(1=2)Sp(z)=(1-2)> 2"
k=0

n+1

(1-2)Su(z) = sz - Z P
k=0 k=1
(1—2)Sn(z) =1—2"H!

Predelime 1 — z. Poznamenajme ze 1 — z je rézne od nuly.

1 — zntl
S —
n(2) 1—2
9 1 ZnJrl
Lfz422 4t =0 (2 #£1)
Teraz uvazujme z = €', kde 0 < 6 < 27 takze z nie je jednotkové.
n i0 n+1
S (e - L
1—e®
k=0
ieike _ 1— ei(n+1)9
1—e®
k=0
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Aby sme dostali sin(6/2) do menovatela, vynasobme vrch aj spodok vyrazom e~%/2,

n efi9/2 . ei(n 1/2)6
> (cos(kf) + isin(kf)) = — e; 7
k=0
o N (k) — ©08(0/2) — isin(8/2) — cos((n +1/2)0) — isin((n +1/2)6)
kZ:O (ko) + kz:% (k6) “2isin(0/2)
- = 1 sin((n+1/2)0) (1 cos((n +1/2)0)
’;)COS(ICQ) + z; sin(k@) = 3 + —en(02) +i (2 cot(0/2) — —em02) )

(a) Zoberieme readlnu a imaginarnu Cast a dostaneme identity.

" cos 1 sin((n + 1/2)6)
;;) (k0) = 2 " 2sin(6/2)

- 1 cos((n+1/2)0)
;sm(kﬁ) =3 cot(0/2) — om0/

Riesenie 1.18

2| = [re® pei® |
= |rpei?t9) |
= |rol
= Irllel
= |=lI¢]

31



ret?

peid

RS

- Teﬂe—¢%

p
r
p

Ir]

o
||

—

Riesenie 1.19

2+ P+ =P =G+ E+)+ (-0 (E-Q)
=224+ 20+ (Z+((+22— 20— (Z+(C
=2 (| +1¢)

Uvazujme paralelogram definovany vektormi z a ¢. Dizky stran st z a ¢ a dizky diagonal st z + ¢ a z — (. Z geometrie vieme Ze sucet
Stvorcov diagonal v paralelograme je rovny sactu Stvorcov Styroch stran. (Vid obr. [1.17])

z

z+(

Obr. 1.17: Paralelogram definovany z a (.
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Riesenie 1.20
(a)

_ (ﬂ) 10 o107 /4
= 32¢'/2
=132

Riesenie 1.21
Dosad'me ¢isla do rovnice a dostaneme identitu.

22 +2z+b=0

(—a—|— (a2 —b)1/2)2 + 2a (—a+ (a2 — b)l/Q) +b=0

1/2

a2—2a(a2—b)1/2+a2—b—2a2+2a(a2—b) +b=0

0=0
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Kapitola 2

Funkcie komplexnej premenne]

2.1 Uvod

Kartézsky a polarny tvar. Funkciu komplexnej premennej z mézeme napisat ako funkciu z a y alebo ako funkciu r a 0 substiticiou
z = x + 1y, respektive z = re*’. Potom mozeme oddelif realnu a imaginarnu cast:

f(2) =u(z,y) +w(x,y), alebo f(z)=u(r,0)+w(r0),
f(Z) = P(ifa y) eW(ﬂc«,y)7 alebo f(z) — p(r, 9) et®(r,0) )
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Trigonometrické funkcie.

e” =e*(cosy + 1siny)

e’LZ Jr e*ZZ eZZ . e*ZZ
cosz = ——— sinzg = ———
2 12
cos z = cosx coshy — esinx sinh y sin z = sin z cosh y + 2 cos x sinh y
e +e * . e* —e *
coshz = ———— sinhz = ——
2 2
cosh z = cosh x cosy + ¢sinh z siny sinh z = sinh « cos y 4+ 2 cosh x sin y
sin(zz) = ¢sinh z sinh(:z) = 1sin z
cos(2z) = cosh z cosh(2z) = cos z

logz =1In|z| +rarg(z) = In|z| + 21 Arg(z) +2mn, ne€Z

Inverzné trigonometrické funkcie. Logaritmicka funkcia, log(z), je definované ako funkcia inverzna k exponencialnej funkcii e?.
Plati:

llogz =In|z| +rarg(z) = In|z| + +(Arg(z) + 27n), n € Z‘

kde druha rovnost vyjadruje mnohoznacnost argumentu funkcie s Arg(z) predstavujicu hlavna hodnotu argumentu. Hlavna hodnota
logaritmu je

Logz = In|z| + 7 Arg(z).
Logaritmické rovnosti.

ab _ ebloga

elogz _ eLogz — 5
log(ab) = loga + logb
log(1/a) = —loga
log(a/b) =loga — logb

1
log (21/”) =—logz, neZ*
n
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Logaritmické nerovnosti.

Log(u) # Log(u) + Log(v)
log 2% # alog z

Log 2* # aLog z

loge®* # z

Body vetvenia funkcie. Bod 2 je bodom vetvenia funkcie f(z) ak funkcia meni hodnotu pri obiehani okolo bodu po akejkol'vek
krivke ktora okrem bodu z = zy neobsahuje Ziadne dalgie singulatity.
Plati:

e Nech f(2) je jednoznaina funkcia. Potom log(f(z)) a (f(z))® mo7u mat body vetvenia len tam kde f(z) je nulova alebo
singularna.

e Uvazujme jednoznatnu funkciu f(z) ktora je v bode z = zy bud nulova alebo singularna. Nech f(z) = g(z)h(z) kde h(z) je
nenulova a konefné. (f(z))® ma bod vetvenia v z = 2 prave vtedy ak (g(z))® tam mé bod vetvenia. log(f(z)) ma bod vetvenia
v z = zp prave vtedy ak log(g(z)) tam ma bod vetvenia.
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2.2 Ulohy

Uloha 2.1
Najdite obraz Casti roviny danej 2 < x < 3 v zobrazeni w = f(z) = 22
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.2
Pre dané realne ¢islo ¢, 0 < ¢ < 2m, najdite obraz sektora 0 < arg(z) < ¢ v transformacii w = z*. Aké velké musi byt ¢ aby w rovina bola
pokryta prave raz?

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.3
Nech v kartézskych saradniciach, z = x + wy. Vyjadrite sin(z) v kartézskom a polarnom tvare.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.4
Ukazte ze e* je nenulové pre vsetky konecné z.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.5
Ukazte ze

| < el#l’ .

Kedy plati rovnost?
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.6
Rieste coth(z) = 1.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.7
Rieste 2 € 2%, To znamen4, pre aké hodnoty 2z je 2 jedna z hodnét 2%? Odvodte vysledok a overte ho vycislenim 2% pre najdené riesenia.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.8
Rieste 1 € 1. To znamen4, pre aké hodnoty z je 1 jedna z hodnét 1*? Odvodte vysledok a overte ho vycislenim 1% pre najdené riesenia.
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[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.9
Ukazte ze ak R (z1) > 0 a R (z2) > 0 potom
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2)
a ilustrujte ze tento vztah neplati vo vseobecnosti.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.10
Najdite spor v nasledujicich tvrdeniach:

(a) log(—1) =log <%1) =log(1) — log(—1) = —log(—1), takze, log(—1) = 0.

(b) 1 =12 = ((=1)(=1)V/?2 = (=1)V/2(=1)Y/?2 = = —1, takze, 1 = —1.

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.11
Napiste nasledujtce vyrazy v polarnom alebo kartézskom tvare. Explicitne oznacte akikolvek mnohohodnotovost.

22/57 31+2’ (\/571)1/4’ 174,

[Napovedal [Riesenie

Uloha 2.12
Rieste cos z = 69.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.13
Rieste cot z = 147.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.14
Urcte vsetky hodnoty

(a) log(—2)
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(b) (=)™
(c) 37
(d) log(log(z))

a znazornite ich v komplexnej rovine.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.15
Vyhodnotte a znazornite nasledujice v komplexnej rovine:

(a) (cosh(ur))*

) toe ()

(c) arctan(z3)

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.16
Stanovte vietky hodnoty ¢* a log ((1 4+ 2)"™) a znazornite ich v komplexnej rovine.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.17
Najdite vsetky z pre ktoré

(a) e* =1
(b) cosz =sinz

(c) tan?z = —1

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 2.18
Dokazte nasledujice identity a identifikujte body vetvenia funkcii v rozsirenej komplexnej rovine.

(a) arctan(z) = %log <z + z)

11—z
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1 1+2
(b) arctanh(z) = 5 log (1 — z)

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 2.19
Stanovte pocet vetiev a lokacii bodov vetvenia pre funkcie

(a) cos (21/2)
(b) (z+2)7%

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 2.20
Lokalizujte a klasifikujte v3etky singularity nasledujacich funkcii:

p 1/2
@

ee(1)

1
iy

V kazdom pripade diskutujte moznost singularity v bode co.
[Napovedal |Riesenie]
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2.3 Napovedy

Napoveda 2.1
Napoveda 2.2

Napoveda 2.3
Spomeite si ze sin(z) = & (e'* —e™'%). Pouzite vztahy [1.1| pre konverziu medzi kartézskym a polarnym tvarom.

Napoveda 2.4
Napiste e* v polarnom tvare.

Napoveda 2.5
Exponencialna funkcia je rasticou funkciou pre realnu premennu.

Napoveda 2.6
Napiste hyperbolicky kotangens pomocou exponencialnej funkcie.

Napoveda 2.7
Vypiste mnohohodnotovost 2. Existuje dvojnasobne nekonecna mnozina rieSeni pre tento problém.

Napoveda 2.8
Vypiste mnohohodnotovost 1%.

Napoveda 2.9
Napoveda 2.10
Vypiste mnohohodnotovost danych vyrazov.

Napoveda 2.11
Prevedte exponenciaciu v polarnom tvare.
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Napoveda 2.12
Napiste kosinus pomocou exponencialnej funkcie. Vynasobte ¢** aby ste dostali kvadratickd rovnicu pre e*%.

Napoveda 2.13
Napiste kotangens pomocou exponencialnej funkcie. Vytvorte kvadraticki rovnicu pre e*Z,
Napoveda 2.14

Napoveda 2.15

Napoveda 2.16

2 m& nekoneény pocet redlnych kladnych hodnét. 2* = e*1°8% log ((1 +2)*™) ma dvojnasobne nekoneénii mnozinu hodnét. log ((1 + 2)"") =
log(exp(emlog(1 +1))).

Napoveda 2.17

Napoveda 2.18

Napoveda 2.19

Napoveda 2.20

Napoveda 2.21

Napoveda 2.22

Napoveda 2.23
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Napoveda 2.24

Népove?a22.25 s
(22 +1) 2 _ (z = )2 (z + )12 (2% = 2) 2 _ 2H2(z = D)Y2(2 +1)1/2 log (22 — 1) = log(z — 1) + log(z + 1) log (jﬂ) = log(z +
1) —log(z — 1)

Napoveda 2.26

Napoveda 2.27
Obratte orientaciu krivky tak aby obchadzala nekonecno a neobsahovala ziadne body vetvenia.

Napoveda 2.28
Uvazujte krivku ktora obchadza vsetky body vetvenia v konecnej komplexnej rovine. Obréatte orientaciu krivky tak aby obchadzala nekonecno
a neobsahovala ziadne body vetvenia v konecnej komplexnej rovine.

Napoveda 2.29

Rozlozte polyném. Argument vyrazu z'/4

sa zmeni o 7/2 na krivke ktord obchadza pociatok v kladnom smere.

Napoveda 2.30
Napoveda 2.31
Aby sme definovali vetvu, definujme uhly od kazdého bodu vetvenia v konecnej komplexnej rovine.
Napoveda 2.32

Napoveda 2.33

Napoveda 2.34
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Napoveda 2.35

Napoveda 2.36

Napoveda 2.37

Napoveda 2.38
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2.4 RieSenia

Riesenie 2.1
Nech w = u 4 w. Uvazujme pas 2 < z < 3 ako zostaveny z vertikalnych ciar. Uvazujme vertikalne Ciary: z = ¢+ 1y, y € R pre konstantné
c. Najdime obraz tejto priamky v zobrazeni.

w = (c+ 1)
w=c*—y?+12cy

u=c?—1y% v=2y

To je parabola, ktora sa otvara vlavo. Tiato krivku mdéZzeme parametrizovat s pouzitim v.

1
2 2
u=-c —40211, veR

Hranice oblasti, z = 2 a x = 3, st jednotlivo zobrazené do parabol:

1 1
:4—72 R = ——2 R
U 161)7 v E a u=9 361}’ v E

Vyjadrime obraz v mnozinovej terminoldgii.

1 1
=u+w:veR 4— —o? 9— —v?}.
{w u WU E a 16’() <u< 36’1}}

Vid' obr. 2.1] so zobrazenim pasu a jeho obrazu v zobrazeni. Zobrazenie je prosté.

Riesenie 2.2
Napisme zobrazenie w = z* v polarnych stradniciach.

Takze vidime ze
w:{re? |r>0,0<0<¢}—{r'e? |r>00<0< ¢} ={re?’ |r>0,0<0<46}.

Mézeme to preformulovat do terminol6gie argumentu.

’w:{z|0§arg(2)<¢}—>{z|0§arg(z)<4¢}‘

Ak ¢ = /2, oblast bude zobrazena presne na celi komplexni rovinu.
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Obr. 2.1: Oblast 2 < x < 3 a jej obraz v zobrazeni w = 2.

Riesenie 2.3

1
. — = (e _e®
sinz = ( )
— l (efy+zx _ eyfmz)
12
1
=5 (e7¥(cosz + 1sinz) — e¥(cosz — 1sinz))
1
1
=3 (e7¥(sinz —1cosx) + e¥(sinz + 1cosx))
= sinx cosh y + 2cos x sinh y
sin z = y/sin” x cosh? y 4 cos?  sinh? y exp(z arctan(sin z cosh y, cos  sinh ))

= \/cosh? y — cos? x exp(z arctan (sin  cosh 3, cos z sinh y))

1
= \/2 (cosh(2y) — cos(2x)) exp(z arctan(sin x cosh y, cos z sinh y))
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Riesenie 2.4
Aby €* bola nula, modul €* musi byt nula. KedZze e* nema ziadne konecné rieSenie, e* = 0 tiez nema Ziadne konecné rieSenie.

Riesenie 2.5
Napisme vyrazy v katézskych saradniciach.

2
eZ

= [ete?

2_ 2
— e Y +22zy

2 2
:efI: Y

2

ol — glztuwl® _ oe®+y

., .. . , , - 2 2 2, 2
Exponencialna funkcia je rasttica pre realne premenné. Kedze 22 — y2 < 22 + 92, e ¥ <% TV,

ezz < e|2|2
Rovnost plati len ked y = 0.
Riesenie 2.6
coth(z) =1
(e*+e7?)/2 1
(e —e=2) /2
e ?=0

Neexistuja ziadne riesenia.
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Riesenie 2.7
Napisme mnohohodnotovost 27,

2¢€2*
eln2 c e log(2)
ean c {ez(1n(2)+227m) | ne Z}
In2 e z{ln2+2mn +127m | m,n € Z}

L In(2) 4 127m
| In(2) 4 227n

|m,n€Z}

Overme riesenie. Uvazujme m a n ako fixné celé Cisla. mnohohodnotovost vyjadrime pomocou k.

2(ln(2)+127rm)/(ln(2)+127rn) _ e(ln(2)+12ﬂ'm)/(ln(2)+227rn) log(2)
— e(ln(2)+227rm)/(ln(2)+127rn)(111(2)+127rk)
Pre k = n, to nadobtda hodnotu en(2)+12mm — eln(2) — 9.

Riesenie 2.8
Napisme mnohohodnotovost 17.

lel”
1e ezlog(l)

1e {ezz27rn ‘ n e Z}
Prvok odpovedajiici n = 0 je € = 1. Teda 1 € 1* ma rieSenia,
z e C.

To jest, z mdze byt lubovolné komplexné &islo. Overme toto riesenie.

17 — e? log(1) _ t?2mn

Pre n = 0, to nadobuda hodnotu 1.
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Riesenie 2.9
NapiSme vztah v tvare prirodzeného logaritmu a hlavnej hodnoty argumentu.

Log(z122) = Log(z1) + Log(z2)
In|z122| +2Arg(z122) = In|z1| + ¢ Arg(z1) + In|22] + 2 Arg(za)
Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z2)

R (21) > 0 znamena ze Arg(zy) € (—7/2...7/2). Teda Arg(z1) + Arg(za) € (—m... 7). V tomto pripade vztah plati.
Vztah neplati vo vseobecnom pripade pretoze Arg(z1) + Arg(zz) nie je nevyhnutne v intervale (—7 ... 7]. Uvazujme z; = 29 = —1.

Arg((—-1)(-1)) = Arg(1) =0, Arg(—1) + Arg(—1) =27
Log((—1)(—1)) = Log(1) =0, Log(—1) + Log(—1) = 2w

Riesenie 2.10
(a) Algebraické manipulacie si v poriadku. Napisme mnohohodnotovost logaritmov.

log(—1) = log <_11> = log(1) —log(—1) = —log(—1)

{m+12mn:ne€Z} ={wn+12mn:n € Z}
={2m:neZ} - {ir+12mn:n€Z} ={—wr —21n:n €L}

Teda log(—1) = —log(—1). Avsak to neznamenéa ze log(—1) = 0. A to preto lebo logaritmus je mnohohodnotova funkcia a log(—1) =
—log(—1) v skutocnosti hovori:

{im+12mn:n€Z} ={—wr —2mn:n € Z}
(b) Uvazujme
1= 172 = (C)(-1)2 = () 2D == L
Existuja tri mnohohodnotové vyrazy uvedené vyssie.
112 =41
(D=1 =+1
(—1)V2(=1)}? = (0)(F1) = £1

Takto mézeme vidiet ze prva a Stvrtad nerovnost st nespravne.

LAV2 (=) 2=V #u
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Riesenie 2.11

22/5 :41/5
— \5/111/5
= V4e? /5 5 =0,1,2,3,4

31+z — e(1-{-1) log 3
— e(1+7,)(ln 3+127n)

_ eln 3—-2mn ez(1n3+27rn)7 nez

(v3- 1)1/4 - (2 e*”/6)1/4

— \‘yie—zﬂ'/%t 11/4
— 4261(71'?’!/2—71'/24), n:0’17273

11/4 — e(1/4) log1
_ o/)(2mn)
—mn/2

=e nez
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Riesenie 2.12

Riesenie 2.13

cosz = 69
e’LZ +671z
2
e?? _138e¥* +1 =0

=69

1
1z 2
e = o (138 + /138 4)
2= —ilog (69 + 2\/1190)
2= <ln (69 + 2\/1190) n 227m>

2 =2t —1ln (69ﬁ:2\/1190> . nez

cot z =47
(€ o) /2
(0" —e) /()
e +e ¥ =47 (e’z — e_”)
46e'?* —48 = 0
24

12z = log 3

=47

) 24
Z__i <ln23—&-z27m>7 ner

24
z:wn—zln nez

2 23’
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Riesenie 2.14
(a)

log(—2) =In| — | + varg(—2)
zln(l)—l—z(—g—l—%m), n ez

log(—1) = —zg +12mn, nez

To s navzdjom rovnomerne vzdialené body na imaginarnej osi. Vid obr. [2.2]

Obr. 2.2: Hodnoty log(—1).

(_Z)—z — et log(—1)

—1(— 24122
—e w(—m/ +7.7rn)’ nez

(—Z)il — ef7r/2+27rn7 ne7

Toto s body na kladnej realnej osi s akumulativnym bodom v poéciatku. Vid obr.

()
L —— log(3)

_ e7r(ln(3)+l arg(3))
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Obr. 2.3: Hodnoty of (—2)~".

3T — e7'r(ln(3)-‘,—z27'rn)7 nez

Vsetky tieto body lezia na kruznici s polomerom |e™| so stredom v pociatku v komplexnej rovine. Vid obr. 2.4]

Obr. 2.4: Hodnoty 3™.
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log(log(z)) = log (z (g + 27rm)) , melZ
=1In ‘g + 27rm‘ +1Arg (z (g + 27Tm)) 4127, m,n €7
= ln‘g + 27rm‘ + esign(1 + 4m)g +2mn, m,n e’

Vsetky tieto body lezia v pravej polrovine. Vid obr. [2.5]

200+ L e e leeeem—
10] . 0 L eesee—

'10 . * o.

Obr. 2.5: Hodnoty log(log(z)).

Riesenie 2.15
(a)

e L e ) 22

e =

= (1)
— o2 log(—1)
— ezQ(ln(1)-i-17r-"-227rn)7 nez

— 6727r(1+2n)’ newz
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Toto st body na kladnej realnej osi s akumulativnym bodom v pociatku. Vid obr.

—* ¢ 1000

Obr. 2.6: Hodnoty (cosh(ur))*2.

log (z) = —log(1+7)
— ~log (V2er/t)

= —% In(2) — log (e”/‘l)

1
=-3 In(2) —wr/4+127n, nezZ

Tieto body lezia na vertikalnej priamke v komplexnej rovine. Vid obr.
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-10

1
[ERY

e 6 ¢ 06 0 ¢
[EEN

1 1—13
t =1
arctan(z3) - log ( )
_1 lo 1
—2 %\ 2
_1 1 L +am +12 €L
=53 w+a2mn ), n
:g+ﬁn+%ln(2)
Tieto body lezia na horizontalnej priamke v komplexnej rovine. Vid obr.

Riesenie 2.16

= el log(2)
— ez(ln|z\+zArg(z)+127rn)’ nez
_ ez(zﬂ'/2+127rn)’ newz

— e—71'(1/2-i—27L)7 nez

Toto st body na kladnej realnej osi. Akumulativny bod je v z = 0. Vid obr.
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Obr. 2.8: Hodnoty arctan(z3).

e

25 50 75 100°

Obr. 2.9: Hodnoty <"
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log ((1 + Z)”T) _ log (eﬁﬂlog(1+z))

=mlog(l+1)+2mn, neZ
= (In|1 4+ ¢ + 2 Arg(1 + 1) + 227m) +27n, m,n € Z
7r

1
:z7r<21n2+z4

+ z27rm) 4127, m,n € 7

1 1
= —7? (4+2m> + (21n2+2n), m,n € 7

Vid obr. pre nakres.

10}

5,
-40 - 20 20
° ° - bl ° °
° ° ) 19 ° °

Obr. 2.10: Hodnoty log ((1 +12)"™).
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Riesenie 2.17
(a)

ef =1
z =log

z=1Int| +varg(z)
z:ln(l)—&—z(g—&—%’n), nez

zzzg—i—ﬂﬂn, nez

(b) Rovnicu mozeme riesit rozpisanim funkcii sinus a kosinus pomocou exponencialnej funkcie.

cosz =sinz

e’lZ _"_ e—’LZ e’LZ _ e—ZZ

2 22
(I+2)e®*=(-1+121)e **
ez2z:_1+7’

1+

ez2z:Z

12z = log(1)
12222%—1—22%71, nez
zzg—i—ﬁn, n ez
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Neexistuja ziadne rieSenia pre konecné z.

e

tan?z = —1

2

2

sin“ z = —cos” z

cosz = +isin z

e’LZ _"_ e—’LZ e’LZ _ e—ZZ
=4
2 12
¥ =—e"" alebo ¥ =-—¢
e ¥ =0 alebo e* =0
Y™ =0 alebo e7Yt® =0

ey =0 alebo e ¥ =0
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Riesenie 2.18
(a)

w = arctan(z)
z = tan(w)
)

sin(w

cos(w)

(" —e™) /(12)
(ezw _|_e—zw) /2
5 QW 4z W — oW +Ze—zw

(14 2) e = (1 — 2)
'™ —
14+ 2
w = —1lo —— v
o 8 14z

arctan(z) = %log (Z + Z)

11—z

Identifikujme body vetvenia funkcie arkus tangens.

arctan(z) = = (log(z + 2z) — log(z — 2))

N =

Existuji body vetvenia v z = +1 koli logaritmickym clenom. Preskiimajme bod v nekonecne pomocou transformacie ( = 1/z.

arctan(1/¢) = — log (Z + 1/C>

2 1—1/¢
arctan(1/¢) = %log CE i— 1)

Ked ¢ — 0, argument logaritmického ¢lena ide do —1, logaritmus nema bod vetvenia v tomto bode. Kedze arctan(1/¢) nema bod
vetvenia v ¢ = 0, arctan(z) nema bod vetvenia v nekonecne.
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w = arctanh(z)

z = tanh(w)
_ sinh(w)
cosh(w)
(e /2
 (ew femw) /2
ze¥+ze W =e¥—e "

Identifikujme body vetvenia funkcie hyperbolicky arkus tangens.
1
arctanh(z) = 3 (log(1 4 z) — log(1 — 2))

Existuja body vetvenia v z = +1 kéli logaritmickym ¢lenom. Preskimajme bod v nekoneéne pomocou transformacie ¢ = 1/z.

arctanh(1/¢) = %log (1 + 1/C)

-1/
arctanh(1/¢) = %bg <gi—1)

Ked ¢ — 0, argument logaritmického clena ide do —1, logaritmus nema bod vetvenia v tomto bode. Kedze arctanh(1/{) nema bod
vetvenia v ( = 0, arctanh(z) nema bod vetvenia v nekonecne.
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Riesenie 2.19
(a)
cos (21/2) = cos (£v/z) = cos (v/2)

Je to jednoznacnéa funkcia a neexistujl ziadne body vetvenia.

(b)
(Z + Z)*Z _ eleog(erl)
— e—z(ln\z-&-z\—‘—z Arg(z—&—z)-‘,—zQ-rrn)7 ne7
Existuje bod vetvenia v z = —i. Existuje nekonecne vela vetiev.
Riesenie 2.20
(a) Existuje jednoduchy pél v z = —2. Funkcia ma bod vetvenia v z = —1. Kedze je to jediny bod vetvenia v konecnej komplexnej rovine

existuje tiez bod vetvenia v nekonecne. M6zeme to overit pomocou substiticie z = 1/(.

1\ (1/¢+1)/2
f(C) T 1/¢+2

<1/2(1+<)1/2
ST

Kedze f(1/¢) ma bod vetvenia v ( =0, f(z) ma bod vetvenia v nekonecne.

(b) cos z je holomorfna funkcia na celej komplexnej rovine s podstatnou singularitou v nekonecne. Teda f(z) ma singularity len v miestach

kde 1/(1+ z) mé singularity. 1/(1+4 z) ma jednoduchypdl v z = —1. Je analyticka v3ade inde, vratane bodu v nekonecne. Teda mozeme
konstatovat ze f(z) méa podstatn( singularitu v z = —1 a v3ade inde je analyticka. Aby sme explicitne ukazali ze z = —1 je podstatna
singularita, mézeme najst rozvoj funkcie f(z) do Laurentovho radu v z = —1.
1 o (=D" 2
= 1 —an
cos(1+z) Z @n)l (z+1)
n=0

(c) 1 —e* méa jednoduché nuly v z = 2nm, n € Z. Teda f(z) ma dvojnasobné pély v tychto bodoch.
Bod v nekonecne je neizolovana singularita. Aby sme to zdévodnili: Vsimnime si ze

1

f(z):m
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ma dvojnasobné poly v z = 12nm, n € Z. To znamena ze f(1/¢) ma dvojnasobné pély v ¢ = ﬁ n € Z. Tieto dvojnasobné poly si
lubovolne blizko pri ¢ = 0. Neexistuje také okolie bodu okrem samotného bodu ¢ = 0, na ktorom by f(1/¢) bola analyticka. Teda bod
¢ =0, (2 = o0), je neizolovana singularita. Neexistuje rozvoj do Laurentovho radu v bode { =0, (z = c0).

Bod v nekoneéne nie je ani bod vetvenia ani odstranitelna singularita. A nie je to ani pol. Keby bol, existovalo by také n ze
lim, o 27" f(2) = const # 0. Kedze z7" f(z) ma dvojnasobne pély v kazdom okoli nekonecna ma, okrem samotného nekonecna
ma, vysSieuvedend limita neexistuje. Takze mozeme vyvodit zaver ze bod v nekonecne je podstatna singularita.
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Kapitola 3

Analytické funkcie

3.1 Uvod

Komplexna derivacia. Komplexna derivacia je definovana ako

d o fle+Az) = f(2)
/)= Jim A

ak limita existuje a je nezavisla od spdsobu akym Az — 0.
V kartézskych sturadniciach

a v polarnych stradniciach
i — 671‘9 2 — 7E 6720 2
dz or r 09’

KedZe komplexna derivacia je definovana pomocou rovnakého vzorca ako realna derivacia, v8etky pravidla diferencialneho poctu
funkcii redlnej premennej platia aj pre funkcie komplexnej premenne;j.

Analytické funkcie. Funkcia f(2) je analytickd v oblasti ak existuje komplexna derivacia f'(z) = <L f(z) na tejto oblasti.

Nutna podmienka analytickosti (Cauchy-Riemannove rovnice) Kartézske suradnice: Ak f(z) = u(x,y) + w(z,y), potom
Uy = Vy, Uy = —Vy. Poldirne siradnice: Ak f(z) = u(r,0) + w(r,0), potom u, = %1}9, ug = —rv.. Ak f(2) = ulz,y) + w(z,y) je
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definovana na nejakom okoli zg = z¢ + 1yo a parcidlne derivacie u a v su spojité a splhajiu Cauchy-Riemannove rovnice potom f’(zo)
existuje.

Harmonické funkcie. Funkcia u je harmonicka ak jej druhé parcidlne derivacie existuja, st spojité a splhaju Laplaceovu rovnicu
Ay = 0. V kartézskych saradniciach Laplacian mé tvar Au = ug, + uyy. Ak f(2) = u + w je analytickd funkcia potom w a v su
harmonické funkcie.

Harmonicky zdruZené funkcie. Ak u je harmonickd na nejakej jednodocho suvislej oblasti, potom tam existuje harmonické
funkcia v taka ze f(z) = u + w je analytickd na danej oblasti. v sa nazyva harmonicky zdruZend funkcia k u. Harmonicky zdruZena
funkcia je definovana a7 na aditivnu konstantu a je moZné ju zistit rieSenim Cauchy-Riemannovych rovnic. Ak f(z) = u + w je
analyticka funkcia potom u a v st harmonické funkcie, teda Ze ich Laplaciany sa rovnaja nule: Au = Av = 0. Laplacian v kartézskych
a polarnych suradniciach ma tvar

2 P A_w(a) 1 9

o2 o “rar\ar ) TR ae

Singularity. Ak funkcia nie je analyticka v nejakom bode, potom hovorime Ze ten bod je singuldrny bod alebo singularita funkcie.

Delenie singularit:
Body vetvenia. Body vetvenia mnohozna¢nych funkcii si singularity.

Odstranitel'né singularity. Ak lim,_,,, f(z) existuje, potom zq je odstranitelna singularita. Taka singularita méze byt odstranena
a funkcia sa stane analytickou v zyp pomocou predefinovania hodnoty f (2o).

Pély. Ak lim, .., (2 — 20)" f(z) = kont. # 0 potom f(z) mé n-nasobny pol v 2.
Podstatné singularity. Ak z nie je ani bod vetvenia, ani odstranitelné singularita a ani pol, potom je to podstatna singularita.

Izolované a neizolované singularity. Nech f(z) ma singularitu v zg. Ak existuje okolie bodu zg, okrem samotného bodu zg, ktoré
neobsahuje Ziadne d'al§ie singularity, potom bod je izolovanou singularitou. Ini¢ to je neizolovana singularita.
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3.2 Ulohy

Uloha 3.1
Uvazujme dve funkcie f(z) a g(z) analytické v zg, pricom f(20) = g(20) =0 a ¢'(20) # 0.

(a) Pouzite definiciu komplexnej derivacie na odvodenie L'Hospitalovho pravidla:

i 1) _ F(z0)
=z g(2)  ¢'(20)

(b) Vypocitajte limity
I 1+ 22 . sinh(2)
z1—>rnl 2+226, ZLI?ﬂ' e? +1

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.2
Ukazte ze ak f(z) je analytickd a ¢(z,y) = f(2) je dvakrat spojite diferencovatelna, tak potom f/(z) je analyticka.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.3
Najdite komplexné derivacie v smere jednotlivych osi pre f(z) = ¢(r,0).
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.4
Ukazte ze nasledujace funkcie nie st nikde analytické pomocou overovania kde existuja derivacie podla z.

(a) sinzcoshy —2cosxsinhy

(b) 2% —y? +x +1(22y — v)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.5
Ak f(z) je analytickd na nejakej oblasti a ma konstantni redlnu Cast, konstantn imaginarnu Cast, alebo konstantny modul, ukazte ze f(z)
je konstantna.

[Napovedal |Riesenie]
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Uloha 3.6
Ukazte ze funkcia

flz) =

e " prez #£0,
0 pre z = 0.

splia Cauchy-Riemannove rovnice viade, vratane bodu z = 0, ale f(2) nie je analytickd v pociatku.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.7
Najdite Cauchy-Riemannove rovnice pre nasledujice tvary.

(a) f(z) = R(r,0) e
(b) f(2) = R(z,y) e©(z,y)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.8
(a) Ukazte ze €7 nie je analyticka.

(b) Nech f(z) je analyticka funkcia z. Ukazte ze f(z) = f (%) je tiez analyticka funkcia z.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 3.9

(a) Urcte vietky body 2z = = + 1y kde st nasledujice funkcie diferencovatelné vzhladom na z:
(i) «*+y°
(i) —-—1 L

@17+ @17ty
(b) Urcte vSetky body z kde sa tieto funkcie analytické.

(c) Urcte ktoré z nasledujicich funkcii v(z,y) st imaginarnou Castou analytickej funkcie u(x,y) + w(z,y). Pre tie ktore si, vypo itajte
realnu Cast u(x,y) a prepiste odpoved v tvare explicitnej funkcie z = = + 1y

(i) 2* —y°
(i) 322y
[Napovedal |Riesenie]|
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Uloha 3.10
Nech

o3B3 | y5/8,4/8

f(z) = T A pre z # 0,
0 pre z = 0.

Ukazte ze Cauchy-Riemannove rovnice platia v z = 0, ale ze f nie je diferencovatelna v tomto bode.
[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 3.11
Uvazujte komplexna funkciu

2 (1+0)—y*(1—2)
f(z)=utw= {xuyz pre z # 0,
0

pre z = 0.
Ukazte ze parcialne derivacie u a v vzhladom na z a y existuju v z = 0 a ze tam u, = v, a uy = —v,: Cauchy-Riemannove rovnice platia
v z = 0. Na druhej strane, ukazte ze
. flz
im L)
z—0 Zz

neexistujé a teda ze f nie je komplexne diferencovatelna v z = 0.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 3.12
Ukazte ze funkcia log 2z je diferencovatelna pre z # 0. Najdite derivaciu logaritmu.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.13
Ukazte ze Cauchy-Riemannove rovnice pre analytickd funkciu f(z) = u(r,0) 4+ w(r, 0) st

U = vg/T, UH= —TU.

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 3.14
Nech w = u + w je analyticka funkcia z. Nech ¢(x,y) je lubovolna hladka funkcia  a y. Vyjadrené pomocou u a v, ¢(z,y) = ®(u,v).

Ukazte ze (w’ # 0)
02 _ 0% _ (dw)T (0¢  0¢
u ov  \dz oz Z@y '

[Napovedal |Riesenie]|
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Uloha 3.15
Ukazte ze funkcie definované ako f(z) = log|z| + 2arg(z) a f(z) = /|z] €*®#(*)/2 s analytické v oblasti |z| > 0, |arg(z)| < 7. Aké sa
jednotlivé derivacie df/dz?

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 3.16
Ukazte ze nasledujice funkcie u(x, y) st harmonické. Pre kazda z nich néjdite prislusnu funkciu v(z, y), tak aby w = u + v bola analyticka
funkcia.

(a) u(z,y) = z Log(r) — yarctan(z,y) (r # 0)
(b) u(x,y) = arg(2) (|arg(z)| <m, r # 0)

(c) u(z,y) =r"cos(nb)

(d) u(w,y) =y/r* (r #0)

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 3.17
(a) Pouzite Cauchy-Riemannove rovnice na stanovenie kde je funkcia

f(z) = (z—y)* + 2z +y)
diferencovatelna a kde je analyticka.

(b) Vyhodnotte derivaciu
f(z)= S (cos(2zy) + 2sin(2zy))

a popiste oblast analytickosti.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 3.18
Uvazujte funkciu f(z) = u + w s redlnymi a imaginarnymi Castami vyjadrenymi pomocou x a y alebo r a 6.

(a) Ukazte ze Cauchy-Riemannove rovnice
Up = Uy, Uy = —Uy

st splnené a tieto parcialne derivacie st spojité v bode z prave vtedy ked polarny tvar Cauchy-Riemannovych rovnic

1 1
Up = —Vg, —Ug= —Up
r T
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plati a tieto parcialne derivacie st tam spojité.

(b) Ukazte ze sa da lahko overit Zze Log z je analyticka pre » > 0 a —7 < 6 < w s pouzitim polarneho tvaru Cauchy-Riemannovych rovnic
a ze hodnota derivacie sa da lahko ziskat zo vztahu pre polarne derivacie.

(c) Ukazte ze v polarnych stradniciach, Laplaceova rovnica nadobdda tvar

1 1
¢rr + 7¢r + 7¢00 =0.
T T

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 3.19
Urcte ktoré z nasledujicich funkcii st redlnymi Castami analytickej funkcie a najdite f(z) pre tie ktoré sa.

@) u(z,y) =2° -y’
(b) w(z,y) =sinhzcosy + x
(c) u(r,8) =r™cos(nb)

[Napovedal |Riesenie]
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3.3 Napovedy

Napoveda 3.1
Napoveda 3.2

Zacnite s Cauchy-Riemannovymi rovnicami a potom derivujte podla z.

Napoveda 3.3
Napoveda 3.4
Napoveda 3.5

Napoveda 3.6

Napoveda 3.7

Pouzite vysledok [3.3]

Napoveda 3.8

Pouzite Cauchy-Riemannove rovnice.

Napoveda 3.9

Napoveda 3.10
Na vyhodnotenie u,(0,0), atd. pouzite definiciu derivacie. Pokaste sa najst f/(z) pomocou definicie komplexnej derivacie. Uvazujte Az =
Are?.

Napoveda 3.11
Na vyhodnotenie u,(0,0), atd. pouzite definiciu derivacie. Pokaste sa najst f/(z) pomocou definicie komplexnej derivacie. Uvazujte Az =
Are?.
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Napoveda 3.12

Napoveda 3.13

Napoveda 3.14

Napoveda 3.15

Napoveda 3.16

Napoveda 3.17

Napoveda 3.18

Napoveda 3.19

Napoveda 3.20

Napoveda 3.21
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3.4 RieSenia

Riesenie 3.1
(a) Uvazujme L'Hospitalovo pravidlo.
!
i 1) _ ICo)
2=z g(2)  ¢'(20)

Zacneme pravou stranou a ukazeme ze je rovna lavej strane. Najprv pouzijeme definiciu komplexnej derivacie.

f'(z0)  lime—o M ~ limc Lz‘;“)
9'(20)  lims_o LEot0)=0(z0) iy 9Gotd)

Kedze obidve limity existuji, mézeme vziat limity s € = 4.
/
f'(20) lim f(20 +€)
9'(z0) 0 g(z0 +e€)
!
FCo) _ 0
9'(20) == g(2)

To dokazuje L'Hospitalovo pravidlo.

(b)

li -
2 ¥ 2,6

sinh(z) _ {cosh(z)} -

1m
z—mw €% 41 e?

14 22 | 2z _1
12:5) 6

Riesenie 3.2
Zacneme s Cauchy-Riemannovymi rovnicami a potom derivujeme podla z.

Gr = _Z(by
d)mm 7Z¢yz

Zamenime poradie derivovania.

((bm)z = =1 (¢r)y
(f), = —(f),

Kedze f’(z) vyhovuje Cauchy-Riemannovym rovniciam a jej parcialne derivacie existuji a s spojité, je analyticka.
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Riesenie 3.3
Vypocitajme komplexné derivacie v smeroch osi.

af _[(o(re?)\ 06,00
== ="

df (o (re?) 71@_ gm0 99
- 900~ r 00

Mézeme to napisat v operatorovej terminiologii.

i — 677,0 2 — _16719 ﬁ

dz or r 00
Riesenie 3.4
(a) Uvazujme f(z,y) = sinx coshy — 1 cos z sinh y. Derivacie v smeroch osi x a y sl

0

—f = coszcoshy + 1sinx sinhy

ox

0

fza—f = —cosx coshy —e¢sinx sinhy
Y

Tieto derivacie existuji a si vsade spojité. Dajme vyrazy do rovnosti a vytvorime ststavu dvoch rovnic.

cos x coshy = — cosx coshy, sinz sinhy = —sinx sinhy

cosz coshy =0, sinxsinhy =0

(m:g+n7r> a (x = mm alebo y = 0)

Funkcie mdzu byt diferencovatelné len v bodoch

0
x:§—|—n7r, y=0.

Teda funkcia nie je nikde analyticka.

(b) Uvazujme f(x,y) = 22 — y* + = + 1(2xy — y). Derivéacie v smeroch osi z a y st

0

—f:2m+1+z2y

Ox

9]
—z—f222y+2x—1

Ay
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Tieto derivacie existuja a st vsade spojité. Dajme vyrazy do rovnosti a vytvorime ststavu dvoch rovnic.
20 +1 =2z -1, 2y = 2y.
Kedze tato sistava rovnic nema rieenie, neexistuji body v ktorych je funkcia diferencovatelna. Funkcia nie je nikde analyticka.

Riesenie 3.5
Konstantna realna cast. Najprv predpokladajme ze f(z) ma konstantni redlnu Cast. RieSme Cauchy-Riemannove rovnice a uréme imag-

indrnu cast.
Uy = Vy, Uy = —Vg

v, =0, v,=0

Integrujme prva rovnicu a dostaneme v = a + g(y) kde a je konstanta a g(y) je lubovolna funkcia. Potom to dosadme do druhej rovnice a
uréme g(y).

Vidime ze imaginarna Cast f(z) je konsStanta a teda ze f(z) je konstanta.
Konstantna imaginarna cast. dalej predpokladajme ze f(z) ma konStantn( imaginarnu Cast. RieSme Cauchy-Riemannove rovnice a
uréme redlnu cast.

Uy = Vy, Uy = —Ug
Uy =0, uy=0

Integrujme prva rovnicu a dostaneme u = a + g(y) kde a je konstanta a g(y) je [ubovolna funkcia. Potom to dosadme do druhej rovnice
a urcme g(y).

g'(y) =0

g9(y) =b

Vidime Ze reélna Cast f(z) je konstanta a teda ze f(z) je konstanta.
Konstantny modul. Nakoniec predpokladajme ze f(z) ma konstantny modul.

| f(z)| = konstanta

v u? + v? = konstanta

u? + v2 = konstanta

78



Derivujme tato rovnicu podla z a v.
2uug + 20V, =0,  2uuy + 2vv, =0
(i 2) ()=
Tento systém ma netrivialne rieSenia pre w a v len ak je matica nesingularna. (Trividlnym rieSenim v = v = 0 je konstantna funkcia

f(z) = 0.) Polozme determinant matice rovny nule.

UgUy — UyUy = 0

Pouzijme Cauchy-Riemannove rovnice na zapis pomocou u; a u,.

2 2
Uy + Uy =
Uy = Uy

Kedze jej parcialne derivacie sa rovnaji nule, u je konstanta. Z Cauchy-Riemannovych rovnic vidime ze parcialne derivacie v sa taktiez
rovnaji nule, takze je konstanta. Mézeme teda uzavriet ze f(z) je konstanta.

Konstany modul. Riesme Cauchy-Riemannove rovnice v polarnom tvare a urcme argument f(z) = R(z,y) e'©*¥) Kedze funkcia ma
konstantny modul R, jej parcidlne derivacie sa rovnaji nule.

R,=RO,, R,=-RO,
RO, =0, RO, =0

Rovnice platia pre R = 0. Pre tento pripad, f(z) = 0. Uvazujme nenulové R.
©,=0, 60,=0

Vidime ze argument f(z) je konstanta a teda ze f(z) je konstanta.

Riesenie 3.6
Najprv overme ze Cauchy-Riemannove rovnice st splnené pre z # 0. VSimnime si ze pre tento problem bude tvar
fz= _lfy
vhodnejsi nez tvar
Uy = Vy, Uy = —Vy
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fo=4(z+w)"° e~ (@)™
—1fy = —1d(z 4 1) " e~(@tw)™ 4(x +ay)° e~ (@)™

Cauchy-Riemannove rovnice platia pre z # 0.
Teraz uvazujme bod z = 0.

f(A'T7 0) B f(O’ 0)

f2(0,0) = lim

Az—0 Az
] e—A(L‘74
- AlgchEO Az
=0

f(0,Ay) — f(0,0)

—1f,(0,0) = —2 Ahm

y—0 Ay

e Ay
=T T Ay
=0

Cauchy-Riemannove rovnice platia pre z = 0.
f(2) nie je analytickd v bode z = 0. Ukdzeme to vypocitanim derivacie.

oo fA) = f0) L f(A2)
FO) = fim === = i S0

Nech Az = Are*, to znamena Ze sa priblizujeme k pociatku pod uhlom 6.

f’(g) = lim M

Pre vacsinu hodnét 6 limita neexistuje. Uvazujme 6 = 7/4.

-

7/(0) = lim

im ——— =00
Ar—0 AT ez7r/4
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KedZe limita neexistuje, funkcia nie je diferencovatelna v z = 0. Spomenme si ze splnenie Cauchy-Riemannovych rovnic je nutnou ale nie
postacujiucou podmienkou diferencovatel nosti.

Riesenie 3.7
(a) N&jdime Cauchy-Riemannove rovnice pre
f(2) = R(r,0) e,

Z alohy [3.3] vieme ze komplexn4 derivacia v smeroch polarnych saradnic je

i _ 6719 g _ _36710 g
dz or 09’
Dajme do rovnosti derivacie v obidvoch smeroch.
0 ? 0
—10 (S —10 19
5 [Re7] = - 59 117

Predelme €*© a dajme do rovnosti realne a imaginarne Casti a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice.
I] g y
R 1
R, = 7@97 — Ry = _R@r
r r

(b) Najdeme Cauchy-Riemannove rovnice pre
£(2) = Rla,y) =)

Dajme do rovnosti derivacie v smeroch osi x a y.
0 0
— R 210 = —[R 210
2 [Re] = 2 [Re]
(R; +1RO,)e® = —1 (R, +1RO,)e"®

Predelme ¢'© a dajme do rovnosti redlne a imaginarne casti a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice.

R,=RO,  R,=-RO,

Riesenie 3.8
(a) Nutna podmienka pre analytickost na otvorenej mnoZine je splnenie Cauchy-Riemannovych rovnic na danej mnozine. Napisme €* v

kartézskom tvare.
z

e* =e"" =e¥cosy —1e”siny.
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Teraz urCime kde u = e cosy a v = — e” siny splhaja Cauchy-Riemannove rovnice.

Uy = Uy, Uy = —Vg
e’ cosy = —e” cosy, —e¥siny = e¥siny

cosy =0, siny =0

™
y:§+7rm, y=1mn

Teda vidime ze Cauchy-Riemannove rovnice nie st nikde splnené. €* nie je nikde analyticka.

(b) Kedze f(z) = u + v je analyticka, u a v splhaja Cauchy-Riemannove rovnice a ich prvé parcialne derivacie si spojité.

f(2) = f () = ulz, —y) + w(z, —y) = ulz, —y) — w(z,-y)

Definujme f(z) = u(x,y) +w(x,y) = u(x, —y) — w(z,y). Teraz vidime ¢ p a v splhaji Cauchy-Riemannove rovnice.

Mg = Vy, My = —Vg
(u@, =y))e = (—v(@, =y))y,  (u(z, =y))y = —(=v(z, =Y))a
UI(Z', 7y) = Uy(x7 7y)’ 7uy(1’7 7:‘/) = Uz(xa 7y)

Teraz vidime ze Cauchy-Riemannove rovnice pre i a v st splnené prave vtedy ak Cauchy-Riemannove rovnice pre u a v s splnené.
Spojitost prvych parcidlnych derivacii v a v znamen4 to isté pre p a v. Teda f(z) je analyticka.

Riesenie 3.9

(a) Nutnd podmienka diferencovatelnosti funkcie f(z) = uw + w v bode je splnenie Cauchy-Riemannovych rovnic a aby prvé parcialne
derivacie u a v boli v danom bode spojité.

(i)
fz) =2 +y° +10
Cauchy-Riemannove rovnice st
Uy =Vy 8 Uy = —Ug
322 =0 a 3y2=0
r=0 a y=0

Prvé parcialne derivacie sa spojité. Teda vidime ze funkcia je diferencovatelna len v bode z = 0.
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fe) = Y
2) — _
(=102 +y* (z—1)2+y
Cauchy-Riemannove rovnice sl
Uy =Vy a Uy = —Vg
—(@-1+y* _ —(z—1)*+y° 2@-1)y _ 2z-—1)y

@-17+pP  (@-0+97 " @-07+?  (@-17+57

Cauchy-Riemannove rovnice s splnené. Prvé parcidlne derivacie st spojité vsade okrem bodu x = 1, y = 0. Teda funkcia je
diferencovatelna vsade okrem z = 1.

(b) (i) Funkcia nie je diferencovatelna na Ziadnej otvorenej mnozine. Teda funkcia nie je nikde analyticka.
(ii) Funkcia je diferencovatelna viade okrem z = 1. Teda funkcia je analyticka v3ade okrem z = 1.
(c) (i) Najprv urcime Ci je funkcia harmonicka.
v=a? -y
Ugg + Vyy =0
2—-2=0

Funkcia je harmonicka v komplexnej rovine a je to imaginarna Cast nejakej analytickej funkcie. Pozorovanim vidime Ze tato funkcia
je
128+ =2y +c+1(2® —y),

kde c je readlna konstanta. Funkciu tiez mézeme najst riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

Uy =Vy & Uy = —Ug

Uy = =2y a uy=—2x
Integrujeme prvi rovnicu.

u=—=2xy+ g(y)
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9(y) je tu funkciou integracie. Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice a uréme g(y).

Uy = —2x
-2z +¢'(y) =2z
g'(y) =0
gly) = ¢
u=—2zy+c
f(z)=—=2zy+c+1 (m2 — y2)
f(z) =122 +¢

(i) Najprv uréme &i je funkcia harmonicka.
v = 3z?y
Uge + Vyy = 6y

Funkcia nie je harmonicka. Nie je imagindrnou Castou ziadnej analytickej funkcie.

Riesenie 3.10
Napisme realnu a imaginarnu €ast f(z) = u + w.

24/3,5/3 25/3,4/3

w = m2fy2 pre z 7& 0, = zzfy2 pre z 7é 0,
= , =

0 pre z = 0. 0 pre z = 0.

Cauchy-Riemannove rovnice sl
Uy = Uy7 uy = —Ug.

Vypocitajme parcialne derivacie u a v v bode x = y = 0 s pouzitim definicie derivacie.
Az,0) —u(0,0 0—-20
u(Az,0) = u(0,0) _ . 0-0 _

u(0,0) = Algicrgo Az T a0 Az .
v,(0,0) = Alirﬂo U(A%O)A; w00 Alaizrgo OA_:EO =0
0 0.0)= Jin u(0, Ay)Ay u(0,0) _ Jm, OA;yO —

0,(0,0) = Jim_ o0 Ay)A; 0.0 _ A, % =0
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Kedze u;(0,0) = u,(0,0) = v;(0,0) = v,(0,0) = 0, Cauchy-Riemannove rovnice st splnené. f(z) nie je analyticka v bode z = 0. Ukazeme
to vypoctom derivacie v tom bode.
(A= FO0) . f(A)

/ I 1 —
F0) = Jim /== = Jlim =

Nech Az = Are*, to znamena Ze sa blizime k pociatku pod uhlom #. Potom z = Arcosf a y = Arsiné.
A 20
f’(O) = lim M

Ar50  Arew
Art/3 cost/3 9 Ar®/3 sin®/3 0+2Ar5/3 cos®/3 9 Art/3 sin/3 9

2
= lim Ar
Ar—0 Ar ew
cos?/3 0sin®/3 0 + 1cos’/3 fsin?/3 0
= lim ;
Ar—0 et

Hodnota limity zavisi od 6 a nie je konStantna. Teda tato limita neexistuje. Funkcia nie je diferencovatelna v z = 0.

Riesenie 3.11
3_.3 3,.3
" % pre z # 0, Y izizg pre z # 0,
0 prez:().’ 0 pre z = 0.
Cauchy-Riemannove rovnice sl
Uy = Uy, Uy = —Vg.

Parcialne derivacie u a v v bode z = y = 0 si

u2(0,0) = Alglcgo Ax
. Ax —0
= 1
Ax—0 Az
— ]_7
A _
0,(0,0) = lim v(az, O)Ax v(0,0)
o Az —0
T Ao Ax
=1

)
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uy(0,0) = lzllgo Ay

B —Ay—0

o Ay—0 Ay

_ 71’

. v(0,Ay) — v(0,0)

w(0.0)= Jim, =Ry

_ Ay —0

o Ay—0 Ay

=1.

Vidime ze Cauchy-Riemannove rovnice st splnené v z = y = 0. f(2) nie je analytickd v bode z = 0. Ukazeme to vypoctom derivacie v tom
bode.

(89~ fO) _ L f(82)

Az—0 Az Az—0 Az

Nech Az = Are*, to znamena Ze sa blizime k pociatku pod uhlom #. Potom z = Arcosf a y = Arsiné.

. f (Ar 619)
/ — 1 JNT )
FO) = Jim = xrem
(142)Ar3 cos® 0—(1—1) Ar3 sin® 0
. Ar2
a Aligo Ar et
_ (1+1)cos®f — (1 —12)sin® 6
Al e

Hodnota limity zavisi od 0 a nie je konstantna. Teda tato limita neexistuje. Funkcia nie je diferencovatelna v z = 0. Pripomenme si ze
splnenie Cauchy-Riemannovych rovnic je nutnou ale nie postacujiucou podmienkou diferencovatelnosti.
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Riesenie 3.12

Ukazeme ze funkcia log z = ¢(r,0) = Logr + 16 splha Cauchy-Riemannove rovnice.

1
¢r _7¢9
r
1 7
Z=_
r r
1 1

roor
Kedz logaritmus spina Cauchy-Riemannove rovnice a prvé parcidlne derivacie si spojité pre z # 0, logaritmus je analyticka funkcia pre
z # 0. Teraz vypocCitajme derivaciu.

e logz=e"" 5’8 (Logr +10)

r

_ e—z@ 1
r

1

z

Riesenie 3.13

Komplexna derivacia v smeroch osi je

d o1 9 1,50
dz o 7 09’
Substituujme f = w + 1w do tejto identity a dostaneme Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych saradniciach.

_.0 Of 1 _,0f
0 2 0 YJ
TR o9

of 1Of
or r 00
7
Uy + 10, = —— (ug + 1vg)
r
Dame do rovnosti redlnu a imaginarnu cast.
1 1
Upr = —Vg, Upr = ——Ug
T
1
Upr = —Vg, ug = —1rvp
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Riesenie 3.14
Kedze w je analyticka, u a v splhaja Cauchy-Riemannove rovnice,

Uy = Vy & Uy = —Vg.

Pouzitim pravidla derivacie zlozenej funkcie mdzeme napisat derivacie podla x a y pomocou u a v.

o 0. 0
9z 25y T "oy
0 0 0

ay ~ "ou "o
Teraz preskiimajme ¢, — 1¢,,.

bz — 10y = Up Py + 1Py — 2 (uy Py + vy Dy)
Oz — 10y = (Up — 1ty) Py + (Vg — 20y) Dy
Gz — 10y = (up — 1uy) By — 1 (vy +105) @y

Pouzijeme Cauchy-Riemannove rovnice na zapis u, a v, pomocou u, a vs.
O — 10y = (Up +105) Dy — 2 (ug + 20;) Dy,

Pripomenime si ze w’' = u, + w, = vy, — 1.

Teda vidime ze,

o0 e _ (dw\T (90 0
u ov  \dz ar oy )
Riesenie 3.15
(a) Uvazujme
f(z) =log |z| + rarg(z) = logr + 10.
Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych siradniciach si

1
Upr = —Vg, Ug = —TUp.
T
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Vypocitajme derivacie.

1 1 1
Uy = ) —Vp = —
r r r
ug =0, —rv.=0

Kedze Cauchy-Riemannove rovnice s splnené a parcialne derivacie si spojité, f(z) je analyticka v |z] > 0, |arg(z)| < 7. Komplexna
derivacia v polarnych saradniciach je
=——e¢ "=
dz or r 00
To pouzijeme na derivaciu f(z).
r oz
(b) dalej uvazujme

f(Z) — ‘Z| ezarg(z)/Z — \/;619/2 )

Cauchy-Riemannove rovnice pre polarne siiradnice a v polarnom tvare f(z) = R(r,0)e®™9 s

R 1
R, = —0y, -Ry=-—RO,.
T T
Vypocitajme derivacie pre R = /r, © = /2.
1 R 1
h=57 797374

1
“Ry=0, —RO,=0

KedZze Cauchy-Riemannove rovnice si splnené a parcialne derivacie st spojité, f(z) je analytickd v |z] > 0, |arg(z)| < 7. Komplexna
derivacia v polarnych saradniciach je

dz or 1 00
To pouzijeme na derivaciu f(z).
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Riesenie 3.16
(a) Uvazujme funkciu
u = x Logr — yarctan(z,y) = rcosd Logr — rfsin 6

Vypocitajme Laplacian.

A —}2 @ _A'_i@
u_rar rar r2 062

1 1
= ;% (cosO(r + rLogr) — fsinf) + ) (r(6sin@ — 2cosf) — rcosf Logr)

1 1
;(200s9+cos€Logr— fsin @) + ;(981119 —2cosf — cosfLogr)
=0

Funkcia u je harmonicka. Najdime prislusnu funkciu v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

1
Upr = ——Ug, Vo = TUr
T

vy = sin@(1 + Logr) + 0 cosf, vy =r(cosh(1+ Logr) — Osinb)
Integrujeme prvi rovnicu podla r a uréime v az na integracni konstantu g(9).
v =r(sinfLogr + 6 cos ) + g(0)

Derivujeme tento vyraz podla 6.
vg =7 (cosO(1 + Logr) — 0sinf) + ¢'(0)

Porovname to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidime ze ¢/(6) = 0. Teda g(0) = c. Stanovili sme v.

’v = r(sinf Log r + 0 cos H) +c‘

Odpovedajica analyticka funkcia je

f(z) =rcosfLogr —rfsind + 1(rsinfLogr + rf cosd + c).

(b) Uvazujme funkciu
u= Arg(z) = 6.

90



Vypocitajme Laplacian.
2
Au—18< 8u)+ 18u:0

= - 7’7 —
ror \  Or r2 062
Funkcia u je harmonicka. Najdime prislusnu funkciu v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.
1
Up = ——Up, Vg =TUp
r
1
v =——, v9=0
T

Integrujeme prvi rovnicu podla r a uréime v az na integracni konstantu g(9).
v=—Logr+ g(#)

Derivujeme tento vyraz podla 6.
vp = g'(0)
Porovname to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidime ze ¢’(6) = 0. Teda g(f) = c. Stanovili sme v.

’v:—Logr—&—c‘

Odpovedajica analytickad funkcia je
f(z)=60—1Logr +c

(c) Uvazujme funkciu
u = r" cos(nb)
Vypocitajme Laplacian.
Au = 12 @ + i@
“Erar Uor r2 002

1
_19 (nr™ cos(nf)) — nr" 2 cos(nh)

r Or
= n?r" "2 cos(nf) — n*r" "2 cos(nh)
=0
Funkcia u je harmonicka. Najdime prislusnu funkciu v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

1
Upr = ——Ug, Vg = Ty
T

v, = nr" " Lsin(nh), wvg = nr™ cos(nd)
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Integrujeme prva rovnicu podla r a uréime v az na integracna konstantu g(9).
v =r71"sin(nd) + g(0)

Derivujeme tento vyraz podla 6.
vg = nr" cos(nf) + ¢'(0)

Porovname to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidime ze ¢'(d) = 0. Teda g(0) = c. Stanovili sme v.

’v = r"sin(nd) + c‘

Odpovedajica analyticka funkcia je
f(z) =r"cos(nb) + wr" sin(nd) + 1c

(d) Uvazujme funkciu

y  sinf
L=E T
Vypocitajme Laplacian.
Au = lg <rau) + i@
ror \  Or r2 062
10

10 _sin@ _sin9
T ror r 73

sinf sin6
3 3
=0

Funkcia u je harmonicka. Najdime prislusnu funkciu v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

1
Up = ——Ug, Vg =TUpr
r
cos sin 0
Up = — T2 ) Vg = — r

Integrujeme prva rovnicu podla r a uréime v az na integracnia konstantu g(9).

cos

v= +9(0)

r
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Derivujeme tento vyraz podla 6.
sin @

/
__ 0
vg . +9'(0)

Porovname to s druhou Cauchy-Riemannovou rovnicou a vidime ze ¢'(6) = 0. Teda g(#) = c. Stanovili sme v.

cos

Odpovedajica analytické funkcia je

fe) === +1——+u

Riesenie 3.17
(a) Vypocitajme prvé parcialne derivacie u = (z — y)? a v = 2(x + ).

uy =2(y — )

Uy =

vy =

Substituujme tieto vyrazy do Cauchy-Riemannovych rovnic.
Uy = Vy, Uy = —Ug

20z -y)=2, 2y—z)=-2
r—y=1 y—xz=-1
y=x—1

KedZe Cauchy-Riemannove rovnice st splnené pozdiz priamky 3 = x — 1 a parcialne derivécie st spojité, funkcia f(z) je tam diferen-
covatelna. Kedze funkcia nie je diferencovatelna v okoli Ziadného bodu, nie je nikde analyticka.

(b) Vypocitajme prvé parcialne derivacie u a v.
Uy = 26" Y (z cos(2zy) — ysin(2zy))
Uy = —2 er’ v (y cos(2zy) + = sin(2zy))
vy =267 Y (y cos(2zy) +  sin(2zy))
vy =2 S (x cos(2zy) — ysin(2zy))
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Kedze Cauchy-Riemannove rovnice, u, = vy a u, = —v, st splnené viade a parcialne derivacie st spojité, f(z) je vsade diferencov-
atelna. Kedze funkcia f(z) je diferencovatelna v okoli kazdého bodu, je analytickd v komplexnej rovine. Teraz vyhodnotme derivaciu.
Komplexna derivacia je derivacia v akomkolvek smere. Vyberieme si smer osi .

(2) = ug +w,
fl(z)= 2e% Y (x cos(2zy) — ysin(2zy)) + 22 Sl (y cos(2zy) + x sin(2xy))
F/(2) = 267 7V ((x + 1) cos(2zy) + (—y + 1) sin(2xy))
Najdenie derivacie je [ahsie ak si najprv napiseme f(z) pomocou komplexnej premennej z a pouzijeme komplexnd derivaciu.
f(z) = er’ v’ (cos(2z,y) + esin(2zy))

f(Z) _ eafz—yz eszy

fle) =ele”
f(z) =
f'(z)=2z ez2

Riesenie 3.18
(a) Predpokladajme ze Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych saradniciach

Uy = Vy, Uy = —Vy

st splnené a parcialne derivacie st spojité v bode z. NapiSme derivacie v polarnych siradniciach pomocou derivacii v kartézskych
stradniciach aby sme overili Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych stradniciach. Najprv vypocitajme derivacie.

r=rcos, y=rsind

w 8x + = 6 = cos Qw, + sin Qw
r = 87’ Wy a — T Yy
0
Wy = m —wy + = —rsinfw, + r cos fw,,
a0 09 ‘

Potom overme Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych siradniciach.

Uy = €08 Qug + sin Ou,
= cos fv, — sin v,
1

= —’Ue
r
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—ug = —sin Qu, + cos Ouy,
r

— sin Ov, — cos Ov,
= —’U,,,
To dokazuje ze Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych saradniciach platia prave vtedy ak platia Cauchy-Riemannove rovnice v
polarnych saradniciach. (Za predpokladu ze parcialne derivacie st spojité.) dalej dokazme opacné tvrdenie.
Predpokladajme ze Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych saradniciach

1 1
Upr = —Vg, —Ug= —Upr
T T

st splnené a parcidlne derivacie st spojité v bode z. NapiSme derivacie v kartézskych stradniciach pomocou derivacii v polarnych
stradniciach aby sme overili Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych siradniciach. Najprv vypocitajme derivacie.

r=+a?+y% 6 =arctan(z,y)

or n 00 x Y
Wy = —W — Wy = — Wy — —5 Wy
Yo " Ox ro 2
or n 00 Y n x
Wy = — Wy + —wWy = = — Wy
Yoy T oy ro 2
Potom overme Cauchy-Riemannove rovnice v kartézskych saradniciach.
x
Uy = —Up — 5 Up
T T
< Y
= —Us + ~r
T T
= uy
Yy X
Uy = —Upr + —5Ug
Yoo 2
Y x
=3V —
= —uz

To dokazuje ze Cauchy-Riemannove rovnice v polarnych saradniciach platia prave vtedy ak platia Cauchy-Riemannove rovnice v
kartézskych siradniciach. Demonstrovali sme ekvivalenciu obidvoch tvarov.
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(b) Overme ze log z je analyticka pre r > 0 a —m < 6 < 7 pouzitim polarneho tvaru Cauchy-Riemannovych rovnic.

Logz =1Inr + 10

1 1
Ur = —Vp, —Up = —Ur
r T
1 1 1
S=-1, Z0=-0
r r T

Kedze Cauchy-Riemannove rovnice sa splnené a parcialne derivacie sa spojité pre r > 0, log 2 je tam analyticka. Vypocitajme hodnotu
derivacie pouzitim vztahov pre derivovanie v polarnom tvare.

d 1 1
P Logz = e~ %(lnr +10) = e~ =
—1 0 —1 1
L logz= "2 )
dz 8% 289(nr+2) PR
(c) Nech {z;} oznacuje pravouhlé saradnice v rovine a nech {£;} je orthogonalny saradnicovy systém. Koeficienty miery vzdialenosti h; si
definované
hi _ 8:51 2 + 31'2 2.
9 9
Laplacian je

Pun b (2 (v, 0 (hou))
hiha \ 061 \ h1 0% 0¢ \h2 08 ) )"

Najprv vypocitajme koeficienty miery vzdialenosti v polarnych saradniciach.

2 2
hr:ﬂ@w) (2 = Verrrmt =1

or or

he = ox 2—1— 9y 2:\/rgsin29+r2c0520:r
0 0 a0

1/0 0 (1
Vi = = (&“(TQST) + % (rfbe))

V polarnych saradniciach, Laplaceova rovnica ma tvar

Potom nachadzame Laplacian.

1 1
qbrr + 7¢r + *2¢00 =0.
T T
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Riesenie 3.19
(a) Vypocitajme Laplacian z u(z,y) = 2® — 3.
V2u = 6z — 6y

Kedze u nie je harmonicka, nie je redlnou Castou analytickej funkcie.
(b) Vypocitajme Laplacian z u(x,y) = sinhz cosy + .
V?u = sinh z cosy — sinh z cosy = 0
Kedze u je harmonicka, je redlnou castou analytickej funkcie. Uréme v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

Up = —Uy, Uy = Uy

vy =sinhzsiny, v, =coshzcosy+1
Integrujeme prv( rovnicu a ur€ime v az na aditivnu integracn( konstantu y.
v = coshzsiny + g(y)
Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice. Tymto stanovime v az na aditivnu konstantu.

vy = coshxcosy + 1
coshz cosy + ¢'(y) = coshxcosy + 1
gy) =1
9(y)=y+a
v=coshzsiny+y+a
f(z) =sinhzcosy + x + 1(coshzsiny + y + a)

a je realna konstanta. NapiSme funkciu pomocou z.
f(z) =sinhz + 2z +1a
(c) Vypocitajme Laplacian z u(r,0) = r™ cos(n@).
V2u = n(n — 1)r" 2 cos(nf) + nr" =2 cos(nf) — n*r" 2 cos(nf) =0

Kedze u je harmonicka, je redlnou ¢astou analytickej funkcie. Uréme v riesenim Cauchy-Riemannovych rovnic.

1
Upr = ——Ug, Vg = Ty
T

v, = nr" " Lsin(nh), wvg = nr™ cos(nd)
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Integrujeme prvi rovnicu a uréime v az na aditivnu funkciu premennej 6.
v =r7r"sin(nd) + g(0)
Substituujme to do druhej Cauchy-Riemannovej rovnice. Tymto stanovime v az na aditivnu konstantu.

vg = nr"™ cos(nb)
nr' cos(nf) + ¢’ (0) = nr™ cos(nf)
g'(0)=0
g(0) =a
v=r"sin(nd) + a
f(z) = 1" cos(nb) + o(r" sin(nd) + a)

a je tu realna konstanta. NapiSeme funkciu pomocou z.

f(z)=2"+1a
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Kapitola 4

Krivkovy integral

4.1 TUvod

Vyhodnotenie pomocou parametrizacie. Nech krivka C je parametrizovana pomocou z = z(¢) pre tg < t < t;. Potom diferencial
na krivke je dz = 2/(t) d¢ a krivkovy integral moze byt vyjadreny pomocou uritého integralu:

/ feydz= [ fla)(t)at
C to

Horné ohraniéenie modulu integralu.

’/C £(2)dz

Cauchyho teoréma. Ak f(z) je analytickd v kompaktnej, uzavretej, stvislej oblasti D potom integral z f(z) na hranici oblasti je
nulovy:

< [1rGias < (max 151 ) ol ©)

f2)d:=3" ¢ fz)dz=0,
ko Cr

oD

kde mnozina kriviek {Cj} vytvara kladne orientovani hranicu 9D oblasti D.
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Cauchyho teoréma pre Jordanove krivky (3pecidlny pripad). Ak f(z) je analytickd vo vnutri jednoduchej uzavretej krivky
C potom integral z f(z) na hranici oblasti je nulovy:
7{ f(z)dz =0.
c

Nezavislost na integra¢nej ceste. Nech f(z) je analytickd v jednoducho suvislej oblasti. Pre body a a b v oblasti, krivkovy

integral
b
[ e

Deformacia krivky. Nech f(z) je analytickd v oblasti D. Ak mnozina uzavretych kriviek {C,,} moze byt spojite deformovana v
oblasti D do mnoziny kriviek {I',,}, potom integraly pozdlz {C,,} a {I',,} sa rovnaja.

[ s@a= [ e
{Cm} {Tn}

Newton-Leibnizova formula. Ak f(z) je analytickd v jednoducho suvislej oblasti D, potom

je nezavisly na ceste spajajuicej tieto body.

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

kde F(z) je akykol'vek neurCity integral z f(z).
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4.2 Ulohy

Uloha 4.1

Nech C je oblik odpovedajici jednotkovej polkruznici, |z| = 1, $(z) > 0, orientovanej od z = —1 do z = 1. Vyhodnotte

(a) /szdz
(b) /c*’Z2‘dZ
(©) /C 21ds]

() /C 22| |dz]

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 4.2
Vyhodnotte

> 2
/ e—(ax +bx) d:v7

kde a,b € C a R(a) > 0. Vyuzite fakt ze

[Napovedal |Riesenie

Uloha 4.3
Vyhodnotte

o 2 > 2
2/ e cos(wz)dx, a 2/ xe " gin(wrx)de,
0 0

kde R(a) >0 aw e R.
[Napovedal |Riesenie]
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Uloha 4.4
Pouzite povolent parametrizaciu na vyhodnotenie

/(zfzo)"dz, nez
c

pre nasledujice pripady:

(a) C je kruznica |z — zp| = 1 obiehana proti smeru hodinovych ruciciek.

(b) C je kruznica |z — zp — 12| = 1 obiehana proti smeru hodinovych ruciciek.

(c) z0 =0, n=—1a C je uzavreta krivka definovana polarnou rovnicou

0
=92 —sin?(=).
T Sin <4)

[Napovedal [Riesenie

Uloha 4.5
(a) Vyuzite vlastnosti ohranicenia a ukazte ze

kde Cg je kladne orientovana uzavreta krivka |z| = R.
(b) Ohranicte

/ Log zdz
c

)

kde C je oblak na kruznici |z| = 2 od —:2 do 2.

(c) Dedukujte ze

2 2
z¢—1 R*+1
e P 7

L] sm

kde C je polkruznica o polomere R > 1 so stredom v pociatku.

[Napovedal |Riesenie]
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Uloha 4.6
Nech C je holomorfna v celej komplexnej rovine, pozitivne orientovana hranica polovice disku 0 < r < 1, 0 < 6 < 7 v hornej polrovine.
Uvazujme vetvu

3
flo)=vret2 “Zopgot
2 2
mnohoznaénej funkcie z'/2. Ukazte zvlast parametrickym vyhodnotenim polkruznice a dvoch polomerov ktoré vytvaraji hranicu ze
/ f(z)dz =0.
c

[Napovedal, [Riesenie]

Uloha 4.7
Vyhodnotte nasledujiice krivkové integraly s pouzitim primitivnych funkcii a pre kazdy odévodnite vas postup.

(a)
/ (223 + 2_3) dz,
c

kde C je Cast priamky od z; = 1412 po 23 = 1.

(b)
/ sin? z cos z dz,
c

kde C' je pravotociva spirdla od z; = 7 po 2z = .

(c)
14+e 7
/ z'dz = L(l —1),
c 2
kde
2 =eloszr < Argz <o
C spaja z; = —1 a 25 = 1, leziac nad redlnou osou okrem koncovych bodov. (Napoveda: predefinujte 2* tak aby zostala nezmenena

nad realnou osou a bola savislo definovana na realnej osi.)

[Napoveda] [Riesenie]
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4.3 Napovedy

Napoveda 4.1

Napoveda 4.2 ,
Nech C je paralelogram v komplexnej rovine s vrcholmi v £R a £R + b/(2a). Uvazujte integral z e~%*" na tejto krivke. Vezmite limitu pre
R — oc.

Napoveda 4.3
Rozsirte rozsah integracie na interval (—oo. .. c0). Pouzite €"“* = cos(wz) + ¢sin(wx) a vysledok tlohy (4.2
Napoveda 4.4
Napoveda 4.5

Napoveda 4.6

Napoveda 4.7
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4.4 RieSenia

Riesenie 4.1
Parametrizujme krivku vztahom z = e, s 0 idac od 7 do 0.

dz =1¢" do
|dz| = |2e'? A8 = |df| = —db

(a)
0
/z2dz:/ e?? ¢ 46
C T
O .
:/ 1e39 g
0
_ 16130
3 T
1 2 137
g(eofed )
1
= 3(1—(-1)
_2
3
(b)

0
/ |22|dz = [ |e®?|1e® db
C lis

0
= / 1e? do

e

—1-(-1)
=2
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0
/ 2?2 |dz| :/ e?% |1e'? a9
C ™
0
:/ —e?? 49

_ [3 6129} 0
27 In

=511

(d)
0
L1210l = [ e e ao
C I
0
[ -
= [-0];
=7
Riesenie 4.2

o0
I= / o~ (az*+b2) qy
— 00
Najprv doplime do Stvorca argument exponencialnej funkcie.

[ = */(4a) / T emaletb/20)? g,

Uvazujme paralelogram v komplexnej rovine s vrcholmi v £R a =R+ b/(2a). Integral e~®** na tejto krivke nadobtda nulovii hodnotu tak
ako aj celd funkcia. Dajme do savisu integral pozdlz jednej strany paralelogramu s integralmi pozdlz ostatnych troch stran.

R+b/(2a) ) -R R R+b/(2a) ,
/ e % dz = / +/ +/ e dz.
—R+b/(2a) —R+b/(2a) -R R
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Prvy a treti integral na pravej strane ida k nule pre R — oo, pretoze integrand ide k nule a dizky kriviek po ktorych sa integruje si konecné.
Ked vezmeme limitu R — oo dostavame,

oco+b/(2a) . o o] .
/ o7 dz = / emalw+b/a)* gy / e~ dr.
—oo+b/(2a) —oo —o0

I = b’/ (4a) /00 e dg.

Teraz mame

Urobime zmenu premennych & = \/ax.

1 [ .
J=e/ta) —_ [ o8 ¢
Ja

— 00

/oc o—(az®+bz) do — \/?eb2/(4a)

Riesenie 4.3
Uvazujme

Kedze integrand je parnou funkciou,
Kedze e=*" sin(wz) je neparnou funkciou,

Vyhodnotme tento integral s vysledkom alohy [4.2]
* —az? T o—w*/(4a)
2 e cos(wz)dr =/ —e
0 a

o0 2
I= 2/ xe " sin(wz) dx.
0

Uvazujme
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Kedze integrand je parnou funkciou,
Kedze 2 e~ cos(wz) je neparnou funkciou,

ESte integrujeme met6dou per partes aby sme sa zbavili ¢lena z.

1 > o0 1
I=— [—2 e—ae’ e’“"”} + z/ (—2 o= 4y e“””) dz
a e a

— 0o
oo
w a2
I=— e 9T "7 dx
2a J_

2/ x e*aag2 sin(wx) dx = w\/?e‘f/(‘m)
0 2a \ a

Riesenie 4.4
(a) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

z—z=¢e? fel0...2m)

9

2
/ (z—zp)"dz = / e e dg
c 0

1(n41)6 2m
_ |:e o }0 pre n # —1 _ {0
612" pre n = —1 2m

(b) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

z—z0=124¢? 0e[0...27)
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2m
/ (z—20)"dz = / (12 + e“g)n 1e'? 4
C 0

2

24 n+1

|:(Zn+1):| pre n 7& -1
0

[log (22 + ew)}zﬂ pren=—1

(c) Parametrizujeme krivku a prevedieme integrovanie.

Krivka obieha pociatok dvakrat. Vid obr. 4.1

. 4 1 ,
/Cz dz:/0 9)e“9( ' (0) + wr(6)) e? df

[ (5 )

1og r(0)) + 29]

Kedze r(6) nejde k nule, argument funkcie 7(0) sa nemeni pri obiehani krivky a teda logaritmicky Elen ma td istd hodnotu na zaciatku
aj na konci krivky.
/ 27 dz = dr
c
Riesenie 4.5

(a) Parametrizujeme krivku pomocou z = Re* a ohrani¢ime modul integralu.
z + Log z

L
[ AR < [

27
R+InR+n
< —— Rd#
~—Jo R3 -1 R
R+InR+m

R3 -1

|dz]

=27r
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Obr. 4.1: Krivka: r = 2 — sin® (%).

Horna hranica modulu integrélu ide k nule pre R — oo.

. R+InR+w
RII—IZI;OQWTW =0

Z toho mézeme vyvodit ze integral ide k nule pre R — oo.

L
hm/ Zrlogz g,y
R—o0 C z +1

(b) Parametrizujeme krivku a ohrani¢ime modul integralu.

z=2e"Y fc|-n/2...7/2]
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/ Log zd=z
c

< [ Lozl
C

m/2
:L/ In2 +10|2d¢

—m/2

IN

w/2
2/ (In2 + |6]) do
—m/2

/2
4/ (In2 + 6) o
0

:gw+4mm

(c) Parametrizujeme krivku a ohranicime modul integralu.

z=Re?, 0ec[by...00+n]

21
[Ete]<
c < +1 C
R2612071

O+

< -
— /00 R2 er20 +1

fotT R? 41
< de
ST =
R?+1
R2 -1

22 -1

d

‘|Rd9|

Riesenie 4.6
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Riesenie 4.7

(a)

V tomto priklade, primitivna funkcia je jednoznacna.

(b)
. 3 7
/SiDchoszdz: {sm Z}
C 3 T
1

=3 (sin® (orr) — sin®(mr))

sinh® ()
o\
3

Aj v tomto pripade, primitivna funkcia je jednoznacna.

c) Vyberieme si vetvu z' s —7/2 < arg(z) < 3w/2. Ta je v zhode s hlavnou hodnotou z* nad redlnou osou a je definovana spojite na
y
krivke integrovania.

_ [H (14D logz]

2
— g (60 _ e(1+z)z7r)
2
1 — T
=y
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Kapitola 5

Cauchyho mtegralny vzorec

5.1 Uvod

Cauchyho integralny vzorec. Ak f(¢) je analytickd funkcia v kompaktnej, uzavretej, suvislej oblasti D a z je bod vo vnutri D,

potom ©
1 f
1) = 21 ng ¢ — z T on Zji‘k - z ' (5.1)

Mnozina kriviek {C}} vytvara kladne orientovani hranicu 0D oblasti D. VSeobecnejsie plati:

|
)y — M f(©) _ ?{ QO 9
£ 127 f[;D (¢ — z)"+1 T or Z —2) ”*1 dc. (5:2)
Cauchyho nerovnost. Ak f(¢) je analytickd v |¢ — 2| < r, potom
M
’f(n)(z)‘ < nTT’

kde |f(¢)| < M, pre vSetky |¢ — z| = r.
Liouvilleova teoréma. Ak f(z) je analytickd a |f(z)| je ohrani¢ena v komplexnej rovine, potom f(z) je konStantna.

Zakladna teoréma algebry. Kazdy polyném stupna n > 1 mé presne n korenov, pocitajic nasobnosti.
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5.2 Ulohy

Uloha 5.1
Nech C' je kruznica o polomere 2 so stredom v pociatku a orientované v kladnom smere. Vyhodnotte nasledujice integraly:

@) fo 25 0s
(b) $o Fdz

(€) § L dz

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 5.2
Nech f(z) je analytickd a ohranicena (t.j. |f(z)| < M) pre |z| > R, ale nie nevyhnutne analyticka pre |z| < R. Nech body v a 3 lezia vo

vnatri kruznice |z| = R. Vyhodnotte
f(z)
— = dz,
740 (z = a)(z = B)

kde C je akakolvek uzavreta krivka mimo |z| = R, obsahujlca kruznicu |z| = R. Potom predpokladajte ze navyse f(z) je vsade analyticka.

Dedukujte ze f(a) = f(5).
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 5.3
Vyhodnotte ako funkciu ¢
B 1 ezt d
v 22777]{; 22(22 4+ a?) “
kde C' je akakolvek kladne orientovana krivka okolo kruznice |z| = a.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 5.4
Uvazujte C;, (kladne orientovani kruznicu |z| = 4), a Cy, (kladne orientovani hranicu stvorca ktorého strany lezia pozdlz priamok = = +1,
y = £1). Vysvetlite preco

[ = [ s
Cy Cy

pre funkcie
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B 1
32241

(b) f(z) = —

1 —e?

(@) f(2)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 5.5
Ukazte ze ak f(z) ma tvar

« (67770 «
J@) =5+ g+t Hge), k21

kde g je analyticka vo vnatri a na C, (kladna kruznica |z| = 1), potom

/ f(z)dz = 2may.
c

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 5.6
Ukazte ze ak f(2) je analytickd vo vnatri a na jednoduchej uzavretej krivke C' a zg nie je na C' potom

1O g [ LD
C

czZ— 2 z—29)?

Vsimnite si ze zp mdze byt bud vo vnatri alebo vonku krivky C'.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 5.7
Ak C je kladna kruznica z = e'?, ukazte ze pre [ubovoln( realnu konstantu a,

e(lZ
/ dz =27
c <

/ e®°sY cos(asinf) df = 7.
0

a teda

[Napovedal |Riesenie]
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Uloha 5.8
Pouzite Cauchyho teorému a vhodné rozsirenia viacnasobne savislych oblasti a vyhodnotte nasledujice integraly. V kazdom pripade odévod-

nite svoj pristup.
z
——dz,
|55

(a)
kde C je kladne orientovany obdiznik ktorého strany lezia pozdiz x = +5, y = +3.

(b) sin z
[t

kde C' je kladne orientovana kruznica |z| = 2.

(c)

3 .
/ (z —|—4z+z) szdz,
c 24 423

kde C je kladne orientovana kruznica |z| = .
) t
eZ
s

kde C' je [ubovolna jednoducha uzavreta krivka okolo |z| = 1.

[Napoveda] [Riesenie]

Uloha 5.9
Pouzite Liouvilleovu teorému a dokazte nasledovné:

(a) Ak f(z) je holomorfna v celej komplexnej rovine s R(f(z)) < M pre vsetky z potom f(z) je konstantna.

(b) Ak f(2) je holomorfna v celej komplexnej rovine s |f(®)(2)| < M pre vietky z potom f(z) je polyném stupha nanajvys 5.

[Napovedal [Riesenie]

Uloha 5.10
Najdite vsetky funkcie f(z) analytické v oblasti D : |z| < R ktoré splhaja f(0) = e a |f(z)| < 1 pre vietky z v D.
[Napoveda] [Riesenie]
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Uloha 5.11
Nech f(z) =2, k4 (i)k Yyhodnotte nasledujice krivkové integraly, s odévodnenim postupu v kazdom pripade:

(a) / cos(1z) f(2)dz, kde C je kladna kruznica |z — 1| = 1.
c

(b) (j) dz,  kde C je kladna kruznica |2| = 7.
c <

[Napovedal |Riesenie]|
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5.3 Napovedy

Napoveda 5.1
Napoveda 5.2
Pre vyhodnotenie integralu, uvazujte kruznicu v nekonecne.
Napoveda 5.3
Napoveda 5.4
Napoveda 5.5
Napoveda 5.6
Napoveda 5.7
Napoveda 5.8
Napoveda 5.9

Napoveda 5.10

Napoveda 5.11
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5.4 RieSenia

Riesenie 5.1

(a) Kedze integrand j;“ﬁ) je analyticka funkcia vo vnatri a na krivke, (jediné singularity st v z = +11/5 a nekonecne), integral je podla

Cauchyho teorémy nulovy.

(b) Nejprv rozlozme integrand na parcialne zlomly.

z _a b
2241 z—1 z+41
oz 1 b— z _1
z41|,_, 2 z—1|,__, 2

Teraz mézeme integrovat s pouzitim Cauchyho vzorca.

1/2 1/2
/z2ildzz/7z£zdz+/7zizdz
C C C

12 +12
5t2m + Fi2m

=127

2
/Z +1dz:/<z—|—1) dz
c Z c z

1
= zdz+/fdz
le} c?
=0+27

=127

Riesenie 5.2

Nech C' je kruznica o polomere r, (r > R), so stredom v pociatku. Horn( hranicu integralu dostaneme pomocou horného ohranicenia
modulu integralu, (Vysledok [4.1)).

e f(2)
7€~ Rk

(z—a)(z =)

< 27r max
[z|=r

‘<27r7"

M
(r = lal)(r —16])
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Ak vezmeme limitu pre 7 — oo vidime ze modul integralu je zhora ohraniceny nulou. Teda integral nadobida nulovi hodnotu.
Teraz predpokladajme ze f(z) je analytickd a vyhodnotme integral pomocou Cauchyho integralneho vzorca. (Predpokladame ze o # 3.)

O
fc<z—a><z—ﬁ>d 0
e CR.

jé(z—a)(a—ﬂ)d+7€~(ﬂ—o¢)(z—ﬁ)d 0

1) | fB) _
22770675—1— 2 i—a 0
fle) = f(B)

Riesenie 5.3
Vyhodnotme integral pomocou Cauchyho integralneho vzorca.

1 f et d
=—¢ ———dz
YT e o 22(22 + a?)

1 f et N 1e?t 1e?t d
YT o c\a?z2  2a3(z—1wa)  2a3(z +1a) :

|: d ezt] Zezat Ze—zat
z2=0

dz a? 2a  2a3
_t  sin(at)
B
at — sin(at)
w=———7—"
a
Riesenie 5.4
(a) Rozlozme si menovatel integrandu.
1 1

32241 3(z—1/3/3)(z +1v/3/3)
Existuja dva jednoduché poély ktoré by mohli prispiet k hodnote integralu na uzavretej krivke. Obidva pdly lezia vo vnatri obidvoch

kriviek. Vid obr. Vidime ze C; mdze byt spojite deformovana na Cy v oblasti kde integrand je analyticky. Teda integraly maji
rovnak( hodnotu.
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Obr. 5.1: Krivky a singularity pre 32%4_1

(b) Uvazujme integrand
z

1—e?’

Kedze € = 1 ma dve rieSenia z = 127n pre n € Z, integrand ma singularity v tychto bodoch. Existuje odstranitelna singularita v z = 0
a jednoduché pély v z = 12mn pre n € Z \ {0}. Kazda krivka obsahuje len singularitu v z = 0. Vid obr. Vidime ze C; mdze byt
spojite deformovana na C5 v oblasti kde integrand je analyticky. Teda integraly maji rovnakid hodnotu.

Riesenie 5.5
Najprv napiseme integral z f(z) ako sumu integralov.

/f dz—/(—+a’c 1+--~+%+g(z)) dz
/C;kd+ /—der/()d

Integréal z g(z) nadobdda nulovi hodnotu podla Cauchyho teorémy. Vyhodnotme integral z oy /2 pomocou Cauchyho integralneho vzorca.

aq
—dz =127
c <
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Obr. 5.2: Krivky a singularity pre %

—ez "

Vyhodnotme zostavajace cleny v, /2™ pomocou primitivnych funkcii. Kazdy z tychto integralov nadobida nulova hodnotu.

Qg a1 aq
f(z dz:/—dz+/—dz+~~+ —dz+/gz dz
/c() o 2k c 2F 1 c Z c()
95 Qg
:|:_(]C_1)Zk—1:|c+”.+[_z}0+22ﬂ—a1

=12m

Riesenie 5.6
Vyhodnotme integraly pomocou Cauchyho integralneho vzorca. (Od 2o sa vyzaduje aby nelezal na C' aby integrély existovali.)

0 ak zg je zvonku C

f'(z) ds = 12w f'(z9) ak zg je vo vnatri C'
Cc R R0 h

z—20) 0 ak zg je zvonku C

/ f(z) b — {lf,’r "(20) ak zo je vo vnatri C
c 2

Teda vidime ze integraly sa rovnaja.
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Riesenie 5.7
Najprv vyhodnotme integral pomocou Cauchyho integralneho vzorca.

/ = [e%%],_, =127
c <

dalej parametrizujme cestu integrovania. Pouzijeme periodicitu kosinu a sinu na zjednodusenie integralu.

/e dz =27
c <

6

27 eae"
/ 1e’? 4o =27
0 ez@

27
/ ea(cos 0+ sin 6) do = 21
0

2m
/ e?<*5%(cos(sin §) + ¢sin(sin 6)) df = 27
0
2
/ e®°3% cog(sin f) df = 27
0

/ €59 cos(sinf) df = 7
0

Riesenie 5.8
(a) Rozlozme si integrand a vidime ze st tam singularity v korenoch tretej odmocniny z 9.

z z

B9 (z — {V@) (z — g/gezzvr/:s) (z _ \’d/gefmr/s)

Nech C, Cy a Cs si krivky okolo z = /9, z = ¥/9e*™/3 a z = {/9e~2"/3_Vid obr. Nech D je oblast medzi C, Cy a Cs, tj.
hranica D je zjednotenim C, —C; a —C5. Ked'ze integrand je analyticky na D, integral pozdlz hranice D nadobada nulovii hodnotu.

z z z z z
dz= | ——d : d : d : dz=0
/(9Dz3—9 i /023—9 Z+/_Clz3—9 Z+/_c2z3—9 z+/_0323_9 i

Z toho vidime Ze integral pozdlz C je rovny sume integralov pozdiz C;, Cy a C3. (Tiez to mozeme vidiet deformovanim C do Cy, Cs

aCs.)
z V4 V4 z
dz = d d —d
/023—9 : /0123—9 ”/0223—9 ”/cgz?’—f) :
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Na vyhodnotenie integralov pozdlz Cy, Cy a C3 pouzijeme Cauchyho integralny vzorec.

z

/Cm dz= /01 (2= V9) (2 — V9e27/3) (z — /9 e—27/3) dz

z

+ _/Cz (Z — \?’/g) (Z _ %61271'/3) (Z _ \3/§67127T/3) dz

z

i /Cs (Z - \3/§> (Z — \7@8’27"/3) (z — \3/§e7l27r/3)

dz

z

=27 [(2’ — \3/5612”/3> (z _ \S/Qe—zQTr/3)‘|

2=V9
z

(= ¥0) (- - Voe-7)

+ 227

] 2= /9 er2m/3

z
(Z - \7@) (z — \3/§61277/3)
= 2r37°%/3 (1 —evr/3 +el27r/3)

+ 127

] 2=/9e—127/3

=0
4 c
(3 o
-6 -4 -2 @4 6
& () >
-4

Obr. 5.3: Krivky pre =.
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(b) Integrand ma singularity v z = 0 a z = 4. Len singularita v z = 0 lezi vo vnatri krivky. Pouzijeme Cauchyho integralny vzorec na

vyhodnotenie integralu.
sin z d sinz
_ T e =27 | —
/022(274) == ﬂ-{dzzél]z_o

CoS 2 sin z
= 7,271— _—
2=0

_oam
2
(c) Rozlozme si integrand a vidime Ze st tam singularity v z =0 a z = —.
3 : 3 :
/ (z +4z+z)smzd2 :/ (z +z+z)51nzdz
C 24 +123 c 23(z +1)

Nech C; a C3 sa krivky okolo z = 0 a z = —. Vid obr. Nech D je oblast medzi C, Cy a Cs, tj. hranica D je zjednotenim C,
—C1 a —C5. Kedze integrand je analyticky na D, integral pozdlz hranice D nadobiada nulova hodnotu.

Jo= b Lot o=

Z toho vidime zZe integral pozdiz C je rovny sume integralov pozdiz C; a C,. (Tiez to mdzeme vidiet deformovanim C do C; a C5.)

Jo= kL

Pouzijeme Cauchyho integralny vzorec na vyhodnotenie integralov pozdiz C; a Cs.

/(23+Z+z)sinzd2_/ (z3+z+z)sinzdz+/ (23+z+z)sinzdz
C C1 Ca

2 23 23(z +1) 23(z +1)
5 (22 + 2 +1)sinz 27 [ d? (234 2 +1)sinz
=27 |—————— —
23 e, 20 [de? z2+1 =0
322+1 28
= 227(—esinh(1)) 4+ o [2 ( i—:_z - z(z—:—zz;z) COs 2
62 20322 +1) 222 +z+12) 2B+z+4+1)\ .
— - sin z
z 41 (z41)? (z41)3 zZ4+1 s

= 27 sinh(1)
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Obr. 5.4: Krivky pre tztusinz

244123

(d) Uvazujme integral

ezt
—dz.
/cz2(z+1) :

Singularity sivz=0a z = —1.

Nech C; a Cy s krivky okolo z = 0 a z = —1. Vid obr.[5.5] Deformujme C do C} a Cs.

Jom kL
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Pouzijeme Cauchyho integralny vzorec na vyhodnotenie integralov pozdiz C; a Cs.

ezt ezt ezt
/c 2T /c 261 d”/cl 2%

ezt ezt
=12 i 2 - -
e {22]22_1 touem {dz (z—l—l)L:O
. tezt ezt
=12wre " +i27 —
{(zﬂ) (Z+1)2L_0

=2n(e 4+t — 1)

zt

Obr. 5.5: Krivky pre m

Riesenie 5.9
Liouvilleova teoréma hovori ze ak f(z) je analytickd a ohranicena v komplexnej rovine potom f(z) je konStantna.

(a) Kedze f(z) je analyticka, e/(*) je analyticka. Modul e/(*) je ohraniceny.

‘ef(z) — RU() < oM

Z Liouvilleovej teorémy vyplyva ze e/(*) je konstantna a teda f(z) je konstantna.
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(b) Vieme ze f(z) je holomorfna v celej komplexnej rovine a |f()(2)| je ohrani¢ena v komplexnej rovine. KedZe f(z) je analyticka, aj
f©®)(2) je analyticka. Aplikujeme Liouvilleovu teorému na f(®)(z) a zistime Ze je konstanta. Potom integrujeme aby sme urcili tvar f(z).

f(Z) = 052’5 + 8424 + 632’3 + 6222 +ciz+ ¢

¢5 tu predstavuje hodnotu f(®)(z) a vyrazy od ¢4 po cg st integracné konstanty. Vidime ze f(z) je polyném stupna najviac 5.

Riesenie 5.10
Pre tento problém pouzijeme teorému horného ohranicenia modulu: Nech f(z) je analytickd v uzavretej, savislej oblasti, D. Extrémne
hodnoty modulu funkcie musia nastat na hranici. Ak |f(z)| ma extrémy vo vnatri, potom funkcia je konstanta.

Kedze | f(2)| ma extrémy vo vnatri, |f(0)| = |e*| =1, f(2) je konstanta v D. KedZze pozndme hodnotu v z = 0, vieme ze f(z) = e".

Riesenie 5.11
Najprv urcime polomer konvergencie radu pomocou nasledovného testu pomeru.

k* 4k

4

Rad konverguje absolutne pre |z| < 4.

(a) Kedze integrand je analyticky vo vnatri a na krivke integrovania, podla Cauchyho teorémy integral nadobida nulova hodnotu.
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[Fe= 2 () S

k=0
k3
- [
k:
C = 74
/ Z E+3)" 5
k+3
o= 4

(k+ 3)* kg
/4Z2dz—|—/ dz—f—/z 1578 z

Mbzeme parametrizovat prvy integral aby sme ukazali ze nadobiida nulovi hodnotu. Druhy integral ma podla Cauchyho teorémy
hodnotu 27. Treti integral podla Cauchyho teorémy nadobada nulovia hodnotu, kedze integrand je analyticky vo vnatri a na krivke.

f(2)

c 23

dz =27

129



130



Kapitola 6

Rady a konvergencia

6.1 Uvod
6.1.1 Definicie

Konvergencia postupnosti. Nekone¢na postupnost {a,}52, = ag, a1, as, ... konverguje ak

lim a, =a
n—oo

pre nejaku kon§tantu a. Ak limita neexistuje, potom postupnost diverguje.

. . ) o . N—-1 . .
Konvergencia radu. Rad Zzozl a, konverguje ak postupnost c¢iastocngjch sictov, Sy =, _; an, konverguje. To znamena,
N-1
lim Sy = lim E a, = konStanta.
N—o0 N—oo 0
n=

Ak limita neexistuje, potom rad diverguje. Nutnd podmienka konvergencie radu je aby

lim a, =0.

n—oo

Absolitna konvergencia. Rad Y - a, konverguje absolutne ak Y - |a,| konverguje. Absolutna konvergencia znamen4 kon-
vergenciu.
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6.1.2 Specialne rady

Geometricky rad. Jeden z najdolezitejsich radov v matematike je geometricky rad,
o0
Zz":1+z+z2+z3+--- .
n=0

Rad konverguje pre |z| < 1 a diverguje pre |z| > 1.

Harmonicky rad. dalsi dolezity rad je harmonickyj rad,

1—1+1+1+
ne 20 3« ’

NE

n=1

Rad je absolatne konvergentuny pre $(a) > 1 a absolutne divergentuy pre R(a) < 1. Alternujici harmonicky rad je

= (1)t 11 1

n=1

Znova, rad je absolutne konvergentny pre $(«) > 1 a absolutne divergentny pre R(«a) < 1.

6.1.3 Kiritéria konvergencie

Porovnavacie kritérium.

Rad s kladnymi ¢lenmi Y a,, konverguje ak existuje konvergentny rad b, taky Ze a,, < b, pre vsetky n. Podobne, > a, diverguje
ak existuje divergentny rad >_ b, taky ze a,, > b, pre vietky n.

D’Alembertovo (podielové) kritérium.

Rad Y a, konverguje absolutne ak

an+1
Qn

lim

n—oo

Ak limita je vacgia ako jedna, potom rad diverguje. Ak je limita rovna jednej, potom kritérium nie je pouzitelné.
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Cauchyho (odmocninové) kritérium.

Rad Y a, konverguje absolitne ak
lim |an|1/" < 1.

Ak je limita vacgia ako jedna, potom rad diverguje. Ak je limita rovna jednej, potom kritérium nie je pouZitelné.

6.1.4 Rovnomerna konvergencia

Konvergencia. Uvazujme rad v ktorom vSetky ¢leny st funkcie premennej z, ZZOZO an(2z). Rad je konvergentny v oblasti ak rak
konverguje pre kazdy bod z v oblasti. Potom mozeme definovat funkciu f(z) = 3.7 a,(2). Potom kritérium konvergencie mozeme
formulovat ako: Pre Tubovolné dane € > 0 existuje funkcia N(z) taka Ze

N(z)—-1

1(z) = S (@) = |F(2) = D anl(2)| <e

n=0
pre vSetky z v oblasti.
Rovnomerna konvergencia. Uvazujme rad ZZOZO an(z) ktory je konvergentny na nejakej oblasti. Ak miera konvergencie je

nezavisla od z, potom hovorime Ze rad konverguje rovhomerne. Viac matematicky, rad je rovnomerne konvergentny v oblasti ak
pre Tubovolné dane € > 0 existuje také N, nezavislé od z, ze

<€

£ (2) = Sn(2)| = ’f(Z) — > an(z)

pre vSetky z v oblasti.

6.1.5 Kritéria rovnomernej konvergencie

Weierstrassovo kritérium. Rad ZZOZO a,(z) je rovnomerne a absolutne konvergentny v oblasti ak existuje konvergentny rad
kladnych ¢lenov > ° M, taky Ze |a,(z)| < M, pre vietky z v oblasti.

Dirichletovo kritérium. UvaZujme postupnost monoténne klesajucich kladnych kon§tant ¢, s limitou v nule. Ak ¢asto¢né sumy
an(z) st ohranicené na nejakej uzavretej oblasti, t. j.

< kon§tanta

N
Z an(2)
n=1
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pre vietky N, potom Y~ ¢yan(2) je rovnomerne konvergentny na tejto uzavretej oblasti.

6.1.6 Rovnomerne konvergentny mocninovy rad

Mocninovy rad. Mocninové rady st rady tvaru

o0
n
E an(z — 20)".
n=0
Oblast a polomer konvergencie mocninového radu. Oblast konvergencie mocninového radu

o0
g anz"
n=0

je kruh v komplexnej rovine s polomerom

R = lim [an]
% Tae

ked limita existuje.

Cauchy-Hadamardov vzorec. Polomer konvergencie mocninového radu:

oo
E anz"
n=0

je
1

limsup {/[an|

Absolitna konvergencia mocninového radu. Ak mocninovy rad Y - a,z" konverguje pre z = z, potom rad konverguje
absolutne pre |z| < |zo|.

Rovnomerna konvergencia mocninového radu. Ak mocninovy rad > > a, 2" konverguje pre |z| < ry, potom rad konverguje
rovnomerne pre |z| <r < rg.

Analytickost mocninového radu. Mocninovy rad je analyticky v oblasti kde je rovnomerne konvergentny.
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s . . . . .. . . . . oo
Derivacia mocninového radu. Ak C je krivka leziaca v oblasti rovnomernej konvergencie mocninového radu ) a,2"™, potom
(oo} oo
/ g anz"dz = g an/ z"dz.
C n=0 n=0 c

Integracia mocninového radu. Mocninovy rad mézeme derivovat v oblasti jeho rovnomernej konvergencie a plati:

% Z a2 = Z(n + Day412™.
n=0 n=0

6.1.7 Taylorov rad

Taylorova teoréma. Nech f(z) je funkcia ktora je jednozna¢na a analyticka v |z — 29| < R. Pre vietky z v tomto otvorenom disku,
f(2) ma konvergentny Taylorov rozvoj

© £(n)(,
f(z)= Z fi(o)(z —20)". (6.1)

Tiez to mozeme pisat ako

n! 27 z—zp)nt1

- (n) 1
f(2) = an(z—2)", an= F™z0) —j{ 1@ g, (6.2)
n=0 C (
kde C je jednoducha, kladné, uzavretd krivka v 0 < |z — 29| < R, ktora raz obieha bod z.

Newtonov binomicky vzorec. Pre vietky |z| < 1, a komplexné plati:

(1427 =1+ (;‘)H (g)zu (3)+

(a) ala—1)(a—2)--(a—r+1)

kde

r rl

Ak a je komplexné, potom rozvoj je rozvojom hlavnej vetvy (1 + z)®. Definujeme
r 0 0
=1, =0, 0, =1.
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6.1.8 Laurentov rad

Nech f(z) je jednoznac¢na a analyticka funkcia v prstenci Ry < |z — 29| < Ra. Pre body v prstenci, funkcia mé konvergentny Laurentov

rozvoj
o0
f(z) = Z anz",

n=—oo

kde
1 f(2)

" 2n o (z— zp)"t!

a C je kladne orientovand, uzavreta krivka okolo z leziaca v prstenci. Integracna cesta je znézornené na obr.

Im(z)

Obr. 6.1: Integracné cesta.
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6.2 Ulohy

Uloha 6.1

Ukazte ze ak >_ a,, konverguje potom lim,,_,~, a,, = 0. To znamen4, lim,, .~ a, = 0 je nutnou podmienkou konvergencie radu.
[Napovedal [Riesenie]

Uloha 6.2
Zistite Ci nasledujlce rady konverguji.
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n=2
o~ 3" +4" +5
n=2

(p) g(i_nL)

(a) Z cos(nm)

n

[Napovedal [Riesenie

Uloha 6.3
Ukazte ze alternujaci harmonicky rad

je konvergentny.
[Napovedal |Riesenie]|
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Uloha 6.4

Pomocou Cauchyho kritéria konvergencie ukazte Ze rad
o0

1
n
n=1
je divergentny.
[Napovedal [Riesenie
Uloha 6.5
Je rad
= nl
nn
n=1
konvergentny?

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.6
Vyhodnotte Zg:_ll sin(nzx).
[Napovedal |Riesenie]|
Uloha 6.7
Vyhodnotte
n n
Z kzF a Z k22"
k=1 k=1
pre z # 1.

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.8
Ktoré z nasledujucich radov konverguja? Najdite ich sacet.

(a)1+1+i+i+
2 6 12 20

b) 1+ (- +14+(-1)+---
=1 1 1

(c) Z on—1 3n o+l
n=1
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[Napovedal |Riesenie]

Uloha 6.9

Vyhodnotte nasledujiicu sumu.
o0 o0 o0

)DID DD D=

k1=0 ka=Fk1 kn=Fkn_1

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 6.10
Najdite polomer konvergencie nasledujicich radov:

2 3 4

(@) 2+ (@= B3 + (= Bla—20)5 +(a - B)a—28)(a—38) 7+

() D (n+a™)=" (la| >1)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.11
Najdite polomer konvergencie nasledujicich radov:

(@) > ks

k=0
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(e) i(k + 2k)F

[Napovedal |Riesenie

Uloha 6.12
Pouzitim geometrického radu, ukazte ze
1 o0
T - Z(n +1)2", prelz| <1,
n=0
a
X _.n
log(l—2) =— Z —, oprelz| <1
n=1
[Napovedal [Riesenie
Uloha 6.13
Najdite Tylorov rozvoj ﬁ v z = 0. UrCte polomer konvergencie Taylorovho radu zo singularit funkcie. Najdite polomer konvergencie

pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.14
Pouzite dve metédy na najdenie Taylorovho rozvoja funkcie log(1 + z) v z = 0 a urCte polomer konvergencie. Najprv priamo aplikujte
Taylorovu teorému, potom derivujte geometricky rad.

[Napovedal |Riesenie]|
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Uloha 6.15
Nech f(2) = (14 2)* je vetva pre ktora f(0) = 1. Najdite Taylorov rozvoj v z = 0. Aky je polomer konvergencie radu? (« je lubovolné
komplexné Cislo.)

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.16
Najdite Taylorov rozvoj v bode z = 1 pre nasledujice funkcie. Aké st polomery konvergencie?

22
(d) zLogz— 2

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.17
Najdite Taylorov rozvoj v bode z = 0 pre e*. Aky je polomer konvergencie? Pouzite to na najdenie Taylorovho rozvoja funkcii cos z a sin z

v z=0.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 6.18
Néjdite Taylorov rozvoj v bode z = 7 pre kosinus a sinus.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.19
(a) Najdite prvé tri ¢leny v nasledujacich Taylorovych radoch a uvedte ich konvergenéné vlastnosti.

(i e ?vz=0

1
(i) 1tjvzozz
(iii) Ze_ vz =0

(b) Uvazujte funkciu f(z) ktora je analyticka pre |z — z9| < R. Ukazte ze rad ziskany derivovanim Taylorovho radu funkcie f(z) clen po
clene je vskutku Taylorovym radom funkcie f/(z) a teda by mal konvergovat rovnomerne k f'(z) pre |z — 29| < p < R.
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(c) Najdite Taylorov rozvoj pre
1

(1-2)?
vhodnou derivaciou geometrického radu a stanovte polomer konvergencie.

(d) Uvazujte vetvu f(z) = (2 + 1)* odpovedajicu f(0) = 1. N&jdite Taylorov rozvoj v zp = 0 a stanovte polomer konvergencie.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 6.20
Najdite Laurentov rad z funkcie 1/(z —¢) v 2 =0, pre [z| <1 a |z| > 1.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.21
Ziskajte Laurentov rozvoj z

so stredom v z = 0 pre tri oblasti:
(a) lz[ <1

(b) 1 <2 <2

() 2 <[

[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 6.22
Porovnanim Laurentovho rozvoja z (z + 1/2)™, m € Z*, s binomickym rozvojom tohto vyrazu, ukazte ze

27 T m A
/ (cos 0)™ cos(nf) df = {T”l((m_nw) _m S mam = pame
0 0 inac

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.23
Nech funkcia f(z) je analytickd v celej z-rovine, vratane oo, okrem bodu z = /2, kde mé jednoduchy pdl, a bodu 2z = 2, kde ma
dvoj-nasobny pdl. Navyse

]{Z_l f(z)dz =2m, ]{4_3 f(z)dz =0, 7{_3(2 —1)f(z)dz = 0.
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Najdite f(z) a jej kompletny Laurentov rozvoj v z = 0.
[Napovedal [Riesenie|

Uloha 6.24
Nech f(z) = Y00, k* (%)k Prevedte nasledujiuce vypocty aj so zdévodnenim. Krivky st kruznice s polomerom jedna a so stredom v
pociatku.

(a) /Iz_le”f(z)dz
f(z)

b dz

(b) /|z=1

(C) /I_l f(Z) e? s

22

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 6.25
(a) Rozvinte f(z) = Z(%_Z) do Laurentovho radu, tak aby konvergoval v nasledujtcich oblastiach:
(i 0<|z| <1
(i) |2] >1
(iii) [z +1]>2
(b) Bez urcenia radu, stanovte oblast konvergencie Laurentovho radu reprezentujucého f(z) = 1/(z* 4+ 4) v mocninach z — 1 tak aby

konvergoval v z = 1.
[Napovedal |Riesenie]

144



6.3 Napovedy

Napoveda 6.1
Pouzite Cauchyho kritérium konvergencie radov. Konkrétne, uvazujte |Sy+1 — Sn|.

Napoveda 6.2
(a)

Zjednoduste vyraz za sumou.

(b)
Z In VInn
n=2
Zjednoduste vyraz za sumou. Pouzite porovnavacie kritérium.
(c)
i In (27)
—In(3")+1
Ukazte ze vyrazy v sume s nenulové pre n — oo
(d)
> o
= In(n + 20)

Posunte indexy.

()

|

n=0

Ukazte ze vyrazy v sume sii nenulové pre n — oo
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o0
> (Log, 2)"
n=0
Je to geometricky rad.
(8)
1_
n=2 n 1
Zjednoduste vyraz za sumou. Pouzite porovnavacie kritérium.
(h)

7;2 (Inn)m

Porovnajte s geometrickym radom.

() )
1
§2@4ynn<>
n=2 n
Zgrupujte pary po sebe idacich ¢lenov, tak aby ste dostali rad s kladnymi clenmi.
()
5o
|
— (2n)!
Pouzite porovnavacie kritérium.
(k)
i 344 45
= o —4r =3
Pouzite odmocninové kritérium.
(1)

oo
Z "

Inn)»
n=2 ( ’I’L)
Ukazte ze dane vyrazy st nenulové pre n — co.
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Ukazte ze dane vyrazy st nenulové pre n — co.

(n)

Pouzite podielove kritérium.

(0)

Pouzite porovnavacie kritérium.

(p)

Pouzite porovnavacie kritérium.

(a)

Zjednoduste vyraz za sumou.

Napoveda 6.3
Zgrupujte Cleny.

|
O | = N
—
o

U= W= =
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Napoveda 6.4
Ukazte ze

|S2n — Sn| >

Napoveda 6.5
Pouzite podielove kritérium.

Napoveda 6.6
Vsimnite si ze sin(nz) = §(e™®). Touto substiticiou dostaneme konecny geometricky rad.

Napoveda 6.7
Nech S,, je suma. Uvazujme S,, — 2S,,. Pouzite konecny geometricky sucet.

apoveda 6.8
Vyraz za sumou je racionalna funkcia. Najdite niekolko prvych iastoénych sactov.

N

(a)
(b)
(c) Je to geometricky rad.

Napoveda 6.9

Napoveda 6.10
Napoveda 6.11
Napoveda 6.12

Derivujte geometricky rad. Integrujte geometricky rad.

Napoveda 6.13
Taylorov rad je geometricky rad.

Napoveda 6.14
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Napoveda 6.15

Napoveda 6.16
(a)

Prava strana je siicet geometrického radu.
(b) Integrujte rad pre 1/z.
(c) Derivujte rad pre 1/z.
(d) Integrujte rad pre Log z.

Napoveda 6.17
Vyhodnotte derivacie z €* v z = 0. Pouzite Taylorovu teorému. Napiste kosinus a sinus pomocou exponenciélnej funkcie.

Napoveda 6.18

cosz = —cos(z — )
sinz = —sin(z — )
Napoveda 6.19
Napoveda 6.20
Napoveda 6.21

Napoveda 6.22

Napoveda 6.23
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Napoveda 6.24

Napoveda 6.25
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6.4 RieSenia
Riesenie 6.1
>0 o an konverguje prave vtedy ak Ciastocné sucty, Sy, su Cauchyho postupnosti.

Ve > 0 3N také ze m,n > N = |S,, — S| <,
Konkrétne, mézeme uvazovat m =n + 1.

Ve > 03N také ze n > N = |Sp,41 — Sp| <€
Vsimnime si Ze S, 41 — Sp, = Gy

Ve >0 IN také ze n > N = |a,| < €

To je presne Cauchyho kritérium konvergencie pre postupnost {a,}. Teda mézeme vidiet ze lim,,_, a, = 0 je nutnou podmienkou
konvergencie radu Y7 ay.

Riesenie 6.2
(a)
— 1 i 1
— In(n*) 4= nln(n)
Suma konverguje.
(b)
oo . oo oo 1
Zln lnn —In(lnn) > Z -
n=2 n=2 n=2

Suma diverguje podla porovnavacieho kritéria.

()

i In (2™) _i nln2 _Z In2
@) +1 “~nh3+1 “=m3+1/n
Kedze ¢leny v sume nejda k nule pre n — oo, rad je divergentny.

(d)

o0 1 o0
ngo In(n +20) =, Inn

Rad diverguje.
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= 4m 41
25

Kedze ¢leny v sume nejda k nule pre n — oo, rad je divergentny.

(f)
> (Log, 2)"
n=0
Je to geometricky rad. Kedze | Log, 2| < 1, rad konverguje.
()
—nf-1 < 1 — 1
— — < —
;::Qn‘l—l n;n2—|—1 ;::QTLQ

Rad konverguje v porovnani s harmonickym radom.

(h)

Kedze n?/™ — 1 pre n — oo, n*/"/Inn — 0 pre n — co. Rad konverguje v porovnani s geometrickym radom.
(i) Dame dohromady pary po sebe nasledujicich ¢lenov a dostaneme rad s kladnymi clenmi.

Sr(2)- 5 () » () S (5)

n=2 n n=1

Rad na pravej strane diverguje pretoze Cleny nejda k nule pre n — oo.

()

— (n)? & (D2)---n — 1
;(Qn)! _;(n+1)(n+2)-~(2n) = 2o

Rad konverguje v porovnani s geometrickym radom.
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oo

Z 37L _|_ 47), _|_ 5
= 5" —4n =3
Pouzijeme odmocninové kritérium na overenie konvergencie.
0 3n 447 4 5|"/"
lim |an|1/ = lim i s
n—oo n—oo | HM — 4" — 3
o 4B/ + 14 5/4 L/
= lim —
4
5
<1
Vidime ze rad je absolatne konvergentny.
(I) Pouzijeme porovnavacie kritérium.
=l = (/22 2\
> _—_—
Z (Inn)» Z (Inn)» Z Inn
n=2 n=2 n=2

Kedze cleny v rade na pravej strane nejda k nule pre n — oo, rad je divergentny.

(m) Pouzijeme porovnavacie kritérium.

> =
n; In(n!) ; In(n™) T;Q nln(n)

Kedze cleny v rade na pravej strane nejdi k nule pre n — oo, rad je divergentny.

(n)

o~ ()’
nZ::l (n2)!
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Pouzijeme d’Alembertovo kritérium.

N2 (n?)!
o e | [ (e D)20)
| oy | T e [((nr D2)(nD)2
2
— Jim | EDT
n— oo ((n —+ 1)2 — Tl2)'
2
g | PED
n—oo | (2n + 1)!
=0
Rad je konvergentny.
(0)
i n®+An* +8 o~ 11+4n~*+8n"8
3n9 —nd +9n n3—n"*+9n-8
n=1 n=1
Ion1
> — —
4 ; n
Vidime Zze rad je divergentny v porovnani s harmonickym radom.
(p)
— (1 1 - 1 — 1
—_ — < _
S () T i
n=1 n=1 n=1

Rad konverguje podla porovnavacieho kritéria.

(a)

n

>, cos(nm = (~1
> ;>:§;<n>

Tento rad je alternujici harmonicky, a teda podmienecne (nie absoltne) konvergentny.
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Riesenie 6.3

Teda rad je konvergentny.

Riesenie 6.4
Kedze

2n—1

|52n_Sn| = Z %

rad nesplna Cauchyho kritérium konvergencie.
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Riesenie 6.5
Pouzijeme d'Alembertovo kritérium.

vidime ze rad je absolatne konvergentny.

(n+1)In"™
s nl(n + 1)+

n

Ap41
Qn,

n—oo

Il
g
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Riesenie 6.6

Riesenie 6.7
Nech

N-1 N-1
sin(nz) = sin(nx)

n=1 n=0

N-1

n=0

I

&0
RN
3 2
I |
-

@

=

3
N——

0

3(N) pre z = 27k

=g (11—_6;:‘;) pre x # 2wk
0 pre x = 27k
=g (%) pre x # 2wk
0 pre v = 27k
= s(%) prex;é2ﬂ'l€
0 pre v = 27k
NZ—I.( | 0 pre v = 27k

sminr) = —cos — z

cos(@/2)—cosUN=1/2)x)  hre o £ o7

o 2sin(z/2)

£l
I
-
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S, — 28, = i kzF — i kR tt
k=1

k=1
n n+1
= Zkzk — Z(k —1)2*
k=1 k=2
n
= Z 2P —
k=1
== I h —nz" Tt
—z

n

Z fok 2(1— (n+1)z" + nz"tt)

— (1-2)2
Nech .
Sp =Y k*2F
k=1
S, —2S, = Z(k2 — (k- I)Q)Zk —n2yn
k=1
= ZZkzk - sz — 2ttt
k=1 k=1
_ 2z(l — (n+1)2" +nz"tt _z= 2l 2
(1—2)2 1—2
E"‘:kQZk _ 2l 4z—2"(1+2+n(n(z = 1) = 2)(z — 1))
— (1-2)3
Riesenie 6.8
(a)
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Usudzujeme Ze €leny v sume si racionalne funkcie sumaénych indexov. To znamena, a,, = 1/p(n) kde p(n) je polyném. Pouzili sme
delené rozdiely na stanovenie stupna polynému.

2 6 12 20

Vidime ze polyném je druhého stupia: p(n) = an? + bn + c. Najdime jeho koeficienty.

at+b+c=2
4a+2b+c=6
9a+3b+c=12

p(n) =n*+n
Vysetrime niekol'ko prvych &iastonych sictov.
1
S = g
Sy = g
S3 = i
Sy = R

Usudzujeme ze S,, = n/(n + 1). Dokazeme to indukciou. Zakladny pripad je pre n = 1. S; =1/(1 + 1) = 1/2. Teraz predpokladajme
indukén( hypotézu a vypocitajme S, 1.

SnJrl - Sn + Ap+1

n 1
= +
n+1l (n+1)24+n+1)
_nJrl
Cn+2
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To dokazuje indukéni hypotézu. Vypocitajme limitu Ciastocnych siactov na vyhodnotenie radu.

oo

1 . n
Z 2 = lim
—n +n n—ooon-+1
PR
n:1n2+n_
(b)
(-1 =14(-1)+1+(-1)+
n=0

Kedze cleny v sume nejda k nule pre n — oo, rad je divergentny.

(c) Mbzeme priamo spocitat sicet tohto geometrického radu.

oo

oLl 1 2
Aon=lgngntl 751 -1/30 145

Riesenie 6.9
NajvnatornejSia suma je geometricky rad.

oo

3 L1 L ik
2k k11— 1/2
kn=kn_1

To ndm dava vztah medzi n do seba vlozenych sim a n — 1 do seba vlozenych sim.

Yy Qinzzii.. 3 L

k1=0 ko=F1 kn=kn_1 k1=0 ko=F1 kn_1=kn_2

Vyhodnotme n do seba vlozenych sim indukciou.

o oo oo
1

22 2 wm =Y

k1=0 ko=k1 kn=Fkn_1
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Riesenie 6.10
(a) Predpokladame ze 3 # 0. UrCime polomer konvergencie pomocou d’'Alembertovho podielového kritéria.

An

R = lim

n—00 | Ap41

(a =) —(n—1)3)/n!

= (= B) - (a—nB)/(n+ D)
— n—+1

~ 2% a—np

1

=1

Rad konverguje absolatne pre |z| < 1/|3|.

(b) Zo vzorca pre d’Alembertovo podielové kritérium vyplyva ze polomer absolatnej konvergencie je

n/2"
R= lim |— Y=
neoo | (n+ 1)/2nH1
— 92 lim |—~ ’
n—oo [N + 1
-9

Zo vzorca pre odmocninové kritérium vyplyva ze polomer absolitnej konvergencie je

1
R =
lim,, o ¥/|n/27|
_ 2
~ limy o /10
=2

Rad konverguje absolatne pre |z — 1| < 2.
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(c) Polomer konvergencie uréime pomocou Cauchyho kritéria.

Rad konverguje len pre z = 0.

1

R=— ~
limsup {/|ay|

B 1
lim sup {/|n"|

B 1
~ limsupn
=0

(d) Podla d’Alembertovho podielového kritéria, polomer absolatnej konvergencie je

Rad konverguje absolatne v kruhu, |2] < e.

nl/n™
(n+1)!/(n+ 1)+t
(n+ 1"

. n+1\"
lim
n—oo n
. n+1\"
=exp | lim In
n—oo n

. n+1
exp<hm nln( ))
n—oo n
— exp ( lim In(n+1) — ln(n)>
. 1/(n+1)—1/n
= exp (nh_{tgo “1/n?
=e lim —
= PP\ e n+1
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(e) Podla Cauchyho kritéria, polomer absolatnej konvergencie je

R

1
limsup /]34 (=1)")" |
1

~ limsup 3+ (-1)7)
1

4

Teda rad konverguje absoldtne pre |z| < 1/4.

(f) Podla Cauchyho kritéria, polomer absolatnej konvergencie je

1
R:
limsup V/|n + a?|
- 1
limsup |a| /|1 + n/am|
1

el

Teda rad konverguje absolttne pre |z| < 1/|«|.

Riesenie 6.11
(a)

o0
N
k=0
Polomer konvergencie uréime pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim ‘

Rad konverguje absolatne pre |z| < 1.
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o0
Skt
k=1
Polomer konvergencie uréime pomocou Cauchyho kritéria.
1
R= ——m+—

lim sup {/]kF|

_ 1

~ limsupk

=0

Rad konverguje len pre z = 0.

(c)
— k!
ksz
k=1

Polomer konvergencie uréime pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

R = lim

k—oo

’ K /kE

ju—
=

Il
@
e
i)

(k+ 1)1/ (k + 1)%+D

k—o0 l/k

k—o00 —1/k2
=ex | L
- P k—o0 k+1
= exp(1)

Rad konverguje absoldtne pre |z] < e.

164

(
<
= exp ( iy Y(k+1) —1/k
(
1
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Zz+z5 2k (k+1)2
k=0

Pouzijeme d'Alembertovo podielové kritérium na stanovenie oblasti konvergencie.

i |G 15)2(k+1) (k4 2)2
k—oo (Z —+ 25)2k(k + 1)2
2
|z + 52 hm E: i 3
k+2)
? im 202y
|z + 15| STy <

2
|z +5% lim = <1
k—oo 2

|z +15)% < 1

i k4 2%)z
k=0

Polomer konvergencie uréime pomocou Cauchyho kritéria.

1
 limsup {/[k + 2F]
1
" limsup2 /1 + k/2F]|
1

2
Rad konverguje pre |z| < 1/2.
Riesenie 6.12
Geometricky rad je
1 oo
1—2 Z o
n=0



Tento rad je rovnomerne konvergentny v oblasti, |z| < 7 < 1. Derivovanim tejto rovnice dostaneme,

1 — n—1
(1—2)2 = Z nz
n=1

= Z(n—!— 1)z" pre|z| < 1.

n=0
Integrovanim geometrického radu dostaneme
oo Zn+1
—log(l—2) = Z
—n +1
o0 Zn
1 —2z)=— — .
og(l — 2) Z > pre |z| <1
n=1
Riesenie 6.13
1 S 2\" = n.2n
T o 2 () =2

Funkcia 1+122 = (1712)1(1“2) ma singularity v z = +1. Teda polomer konvergencie je 1. Teraz pouzijeme d'Alembertove podielové kritérium
na overenie toho ze polomer konvergencie je 1.

an-i-l(z)
an(2)
(_1)n+1z2(n+1)
(71)712271
lim |z2’ <1

n—oo

|z <1

<1

<1

Riesenie 6.14
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Metoda 1.

log(1 + 2z) = [log(1 + 2)].=0 + [o?z log(1 + z)} 24 szg log(1 + z)}

z=0 —*

~oe[h] i o] L [

_ 2'2 + ZS Z4 +
B 2 3 4
=31
n=1 n
Kedze najblizsia singularita funkcie log(1 + z) je v 2 = —1, polomer konvergencie je 1.

Met’oda 2. Vieme ze geometricky rad konverguje pre |z| < 1.

1 oo
— —1)npm
142 Z( )"z

n=0

Integrujeme tato rovnicu a dostaneme rad pre log(1 + z) v oblasti |z] < 1.

00
Zn—i—l

log(1+2) = Z(—l)”n 1= Z(—l)”“%

n=0 n=1
Vypocitame polomer konvergencie pomocou d'Alembertovho podielového kritéria.

—(n+1) ‘

R = lim

n—oo n—oo

n

= lim '
An41

Teda rad konverguje absolitne pre |z| < 1.

Riesenie 6.15
Taylorov rozvoj funkcie f(z) v z =0 je

> f(n)
n=0 :

n

Derivacie f(z) st
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Teda f(™(0) je

n—1

F0) = [T (@~ k).

k=0
Ak a = m je nezdporné celé Cislo, potom len prvych m + 1 ¢lenov je nenulovych. Taylorov rad je polyném a rad ma nekonecny polomer

konvergencie.
(1+2) Z Hicola =),

Ak « nie je nezaporné celé Cislo, potom vsetky Cleny v rade si nenulove.

(1+2)” ZH

Polomer konvergencie radu je vzdialenost k najblizsej singularite (1 + z)“. Ta nastdva v z = —1. Teda rad konverguje pre |z| < 1. Mbézeme
si to overit pomocou d'Alembertovho podielového kritéria. Polomer konvergencie je

oy | (Sste—m)mt |
Tl (il — k) [(n+ )|~ ni5

nl )

n+1
a—n

Ak pouzijeme binomicky koeficient, mézeme rad napisat v kompaktnom tvare.

(a> _ [T (2 = k)

=3 ()

n=0
Riesenie 6.16
(a) Najdime rad pre 1/z formou napisania pomocou z — 1 a pouzitim geometrického radu.
11
z 14+ (z—1)
f_z Tz—=1)" prelz—1] <1
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KedZze najblizsia singularita je v z = 0, polomer konvergencie je 1. Rad konverguje absolatne pre |z — 1| < 1. Polomer konvergencie
tiez m6zeme urcit pomocou Cauchyho kritéria.

1

limsup {/|an,|
1
 limsup Y(=1)7]

=1

(b) Integrujeme 1/¢ od 1 po z v kruhu |z — 1| < 1.
1
| 2= (Lo = Loz
1

Rad ktory sme odvodili pre 1/z je rovnomerne konvergentny pre |z — 1| < r < 1. V tejto oblasti mdzeme rad integrovat.
Logz= [ Y (-1"(¢- 1) ¢
1 p=0

- Z(—l)"/:(c—mdc

n=0
_ 0o (_l)n (Z _ 1)n+1
= n+1

e _1n—1 —1)"
Logz:E:M pre [z —1] <1

n=1

(c) Rad ktory sme odvodili pre 1/z je rovnomerne konvergentny pre |z — 1| < r < 1. V tejto oblasti mézeme rad derivovat.

1 d1

22 dz z
d - n n
o D SIICR

n=0

=S -1y

n=1
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(d) Integrujeme Log¢ od 1 po z v kruhu |z — 1| < 1.

[ Loscac = icLogc ¢l = 2Logz— 241
1

Rad ktory sme odvodili pre Log z je rovnomerne konvergentny pre |z — 1| < r < 1. V tejto oblasti mézeme rad integrovat.

zLogz—z::—1+/ Log ¢ d(C
1

s ey

oo
)™z —-1)"
zLogz—z:—l—i-Z(n)(n(z_l)) pre |z —1] <1

n=2

Riesenie 6.17
Vyhodnotme derivacie e* v z = 0. Potom pouzijeme Taylorovu teorému.

4
dzn
d’n
—e
dzm

z

Z _ e

z=0

o n
z
ef = Z |
n!
n=0

Ked'ze exponencialna funkcia nema ziadne singularity na koneénej komplexnej rovine, polomer konvergencie je nekonecno.
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Najdime Taylorov rad pre kosinus a sinus pomocou ich prepisania v exponencialnom tvare.

e’LZ_'_eflz
cosz =
1 i )" — (—ZZ)"
2 o n! =0 n!
B (12)
ﬂ:O n!
parne n
oo
(_1)nz2n
cosz =
nz::o (2n)!
) el _ o~z
sinz = =
1 2 (12)" = (—2)
1 D R Dl
n=0 n=0
o0
B (22)"
=t Z n!
n=0
neparne n

Riesenie 6.18
cosz = —cos(z — )
_ Z 1)” zZ — 7(')2

B e (_1)n+1(z_7.r)2n
B ng() (2n)!
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sinz = —sin(z — )

= (1) (s = )Pt

-y

= (2n 4+ 1)!
oo (_1)n+1(z _ 71_)2n-|—1
B ng() (2n+1)!
Riesenie 6.19
(@ (@
f(z)=e7"
f0)=1
F(0) = -1
f7(0) =1

e_z—l—z—l—i—&—(’)(zg)
B 2

Kedze e=* je holomorfna na celej komplexnej rovine, Taylorov rad konverguje na komplexnej rovine.

(ii)

&) =105 J0) =1

’ 2 ’ _

£ = g 0=
4

1+2 -1+
I_Zzz—i—z(z—z)—i— 3 (z—1)2+ 0 ((z—1)?)

KedZe najblizsia singularita, (v z = 1), je vzdialenost v/2 od zy = 1, polomer konvergencie je v/2. Rad konverguje absolatne pre

|z —1] < V2.
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(iii)

e* _(1+Z+'Z22+0(z3))(1+z+z2+0(23>>

—1—2z—222+(’)(z3)

Kedze najblizsia singularita, (v z = 1), je vzdialenost 1 od zg = 0, polomer konvergencie je 1. Rad konverguje absolatne pre
|z| < 1.

(b) Kedze f(2) je analyticka v |z — zg| < R, jej Taylorov rozvoj konverguje absolatne v tejto oblasti.
“ = . n!

Taylorov rad konverguje rovnomerne v kazdej uzavretej podoblasti |z — 29| < R. Uvazujme podoblast |z — z9| < p < R. V oblasti
rovnomernej konvergencie mézeme zamenit derivaciu a suméaciu.

0 FM) (z9) 2™
f'(z) = %Z&

o n!
o (n) n—1
n=1 ’

00 f(n+1) (zo)z"
o n!

Poznamenajme Ze toto je Taylorov rad ktory by sme mohli obdrzat priamo pre f/(z). Kedze f(z) je analytickd v |z — 2| < R taka je
aj f'(z).
o) f(n+1)(20)zn

fliz)=>"

n=0

n!
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1 d*1 1
(1—2)3  dz221—2z
1d2 &
T 2d:2

n=0

1 o0
=3 Z n(n —1)z""2
n=2

_ % S (4 2)(n+1)2"

n=0

n

Polomer konvergencie je 1, ¢o je vzdialenost k najblizSej singularite v z = 1.

(d) Taylorov rozvoj funkcie f(z) v z =0 je

— ™) ,
Vypocitajme derivacie f(z).
n—1
F(z) = (H(Z - k)) (I+2)"
k=0
Teraz mozeme urcit koeficienty radu.
n—1

) = T[e—#)
k=0
(1 + Z)l _ Z l_Ilc:O’rE!Z — k) g
n=0

Polomer konvergencie radu je vzdialenost k najblizsej singularite (1 + z)". Ta nastava v z = —1. Teda rad konverguje pre |z| < 1.
Mézeme si to overit pomocou d'Alembertovho podielového kritéria. Polomer konvergencie je

] mse-m)m |
R = lim o = lim
n—0o0 (szo(l — I{i)) /(n + 1)' n— oo

n+1
1—n

=1
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Ak pouzijeme binomicky koeficient,

potom mdzeme napisat rad v kompaktnom tvare.

Riesenie 6.20
Pre |z] < 1:

(Vsimnite si ze |z| <1< | —12| < 1.)
Pre |z] > 1:

(VSimnite si ze 2| > 1 & | —1/z] < 1.)

n=0
1 _ 7
z2—1 14z
o0
ZZZ(—ZZ)”
n=0
1 1
z—1  z(1—1/2)

175




Riesenie 6.21
Rozlozme funkciu na parcialne zlomky.
1 1 1

1@ =i esy ~ 751 250

Taylorov rozvoj v z =0 pre 1/(z + 1) je

Radv z =00 pre 1/(z + 1) je

142

=SS/ prelifE <

= Z(—l)"z_”_l, pre |z| > 1

n=0
-1

= Z (=)™ Ttz pre |z| > 1

n=—oo

Taylorov rozvoj v z =0 pre 1/(z + 2) je

1 1/2
24z +2z/2

S (-z/2)", prelz/2) <1
n=0

1
1
2

o0

—1)"

= Z (2n+>1 2" pre |z| <2
n=0
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Rad v z = co pre 1/(z + 2) je

1 1/z

24z 142/z

1 & ,
=) (=2/2)", pre 2/2] <1
z

n=0

o

= Z(—l)”Q”z_”_l, pre |z| > 2
n=0
s ()
Z WZ", pre ‘Z| > 2
n=—oo

Na najdenie rozvojov v troch oblastiach jednoducho vyberieme vhodny rad.

(a)
1 1
1) = 1+ 2 B 242
- Z(—l)"z" - Z SFT 2", prelz| <1
n=0 n=0
- n 1 n
n=0
0 n2n+1 -1 "
f(z)—Z( 1) gnrT 2 Pre lz| <1
n=0
(b)
1 1
1) 1+2 B 24z

-1 [eS) n
f(z)= Z (—1)" e — Z (2;1)1 2", prel <|z] <2

n=-—oo n=0
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1 1
1z) = 14z 2+z
—1 —1 (71)n+1
= Z (—1)n+12n — Z WZ", pre 2< |Z|

—1 Jr12n+1_1
f(z) = Z (=" Wz”, pre 2 < [2|

n=—oo

Riesenie 6.22
Laurentov rad. Predpokladajme ze m je nezaporné celé Cislo a ze n je celé Cislo. Laurentov rad v bode z = 0 z funkcie

f(z)= (z+ i)m

flz) = Z anz"

n=-—oo

je

kde

IO

"2n Jo 2t

a C je krivka obiehajica pociatok raz v kladnom smere. Prepisme koeficientove integraly do ziadaceho tvaru.

an:i% 7(Z+1/Z) dz
C

121 zntl

1 27 (eze +e—19)m 0
= ﬂ‘/o 781(7’%‘1’1)0 ZeT de

1 27
= — 2™ cos™ He”"? d6
2T 0

gm—1 27
= / cos™ B(cos(nb) — 1sin(nh)) dd
0

™
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Vsimnite si ze cos™ 6 je parna a sin(nf) je neparna v 6 = .

2m71

2m
= / cos™ 0 cos(nd) db
0

™

Binomicky rad. Teraz najdime binomicky rozvoj funkcie f(z).

|
[]:
I~
3 3
~——
I
3
b
3

Koeficienty radu f(2) = >.°7 ___a,2" si

n=—oo

A = ((m—n’:L)/Q) —m <n <mam—n parne
0 inac

Porovnanim koeficientov najdenych dvoma metédami vyhodnotime dany integral.

s

2m LI
/ (cos @)™ cos(nh) df = { 2t
0 0

((mj:z)/2) -m <n<mam—n parne

inac

Riesenie 6.23
Najprv napisme f(z) v tvare

_ 9(2)
1= a2
g(z) je holomorfna funkcia na celej komplexnej rovine ktora nerastie rychlejsie nez z
pociatku, vidime ze je to polyném stupna nie viac ako 3.

3 v nekonecne. Rozlozenim g(z) do Taylorovho radu v

azd + 22 +y2+6

(z—1/2)(z — 2)?

flz) =
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Kedze f(z) je racionalna funkcia, rozlozme ju na parcialne zlomky a dostaneme tvar vhodny na integrovanie.

a n b n c
z—1/2 z—-2 (2—2)

f(z) = +d

Pouzijeme hodnotu integralov z f(z) na urcenie konstant, a, b, ¢ a d.

a b c
d| dz =12
]{Z|1<z—z/2+z—2+(z—2)2+ > e

12ma = 127

a=1

1 b c
7{_3 (z—z/2+z—2+(z—2)2+d) dz=0

12m(14+0) =0
b=-1

Vsimnite si ze pouzitim druhého vztahu mézeme zmenit treti vztah na

7{_3 zf(z)dz = 0.

1 1 c
7{_32<z—z/2_z—2+(z—2)2+d) dz=0

(z—1/2)+4/2 (2-2)+2  c(z—2)+2c L
7{2_3< z—1/2 z2—2 + (z —2)2 )d 0

z27r(%—2+c) -0

1
:2——
¢ 2

Takze vidime ze funkcia je
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kde d je lubovolna konstanta. Tiez mézeme napisat funkciu v tvare:

dz® + 15 — 18
(2 —1/2)(z —2)%

1) =

Najdime kompletny Laurentov rozvoj v z = 0 pre kazdy ¢len v rozklade f(z) na parcidlne zlomky.

1 a2
z—1/2  1+12z

=12 Z(—ZQZ)"7 pre | —12z| < 1
n=0

o0
=— Z(—ZQ)”HZ", pre |z| < 1/2
n=0

z—1/2 1—1/(22)

Iy ()" prelh/(22)] <1

n
= (E> 27"l prez| < 2

1 —n—1
(5) 2", pre|z| <2

I
3
o
Lo

—1
Z (—2)" T2 pre |z] <2

n=—oo

181



112

2—2 1-—2/2

1= /2\"
=3 Z (5) , pre|z/2| <1
n=0

o0

n

z
Zw, pre ‘Z| <2

n=0

1 1/z
z2—2 1-2/z

1o (2)"
—= Z () , pre|2/z] <1
2 A\ 2

o0
- ZZ"z_”_l, pre |z| > 2
n=0

-1
- Z 27t pre |z > 2

n=—oo

2—1/2 1 _
m = (2*2/2)1(1*2/2) ?

4—1 K (-2 Z\ ™
=3 Z(n)(Z)’ pre |z/2] < 1

n=0

4_Z°° n no—n_n

=3 S (=D)Mn+1)(-1)"27"=", pre |z] < 2
n=0

4—1 1

= 827%;)”2—: 2", pre|z| < 2

182



2—u2::2—u2(1_2>2

(z —2)? 22 z
_ 2 _222/2 Z (_712> (—i) . pre2/z] <1
n=0
=(2-1/2)) (-D)"n+1)(=1)"2"z"""2, pre|z] > 2
n=0

-2

=(2-1/2) Z (—n —1)27"722" pre |z| > 2

n—=—oo

A n+l
=—(2—1/2) Z Wz", pre |z| > 2

n=—oo

Vezmime vhodna kombinaciu tychto radov na néjdenie Laurentovych rozvojov v oblastiach: |z| < 1/2, 1/2 < |z| < 2 a 2 < |z|. Pre
|z| < 1/2, mame

o - n+1 n G n+ 1 n
_Z(_Z +Z2n+1 Z on 2" +d
n=0 n=0
> 1 4d—an+1
_ _(_ n+1 n
f(@y;)( (—22) +2n+1 + ;) on >Z +d

- 1 4—1
:Z( —22)" T 4 + S (1+4(n+1))> "+d, oprelz| <1/2

n=0

Pre 1/2 < |z| < 2, mame

f(z) = Z an"‘Zan 48—1271;”12”_’_(1

n=-—oo n=0

f(z) = _Z 2)n 1 "+Z<2n+1< 4;Z(n+1)>>z"+d, pre 1/2 < |z| < 2
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Pre 2 < |z|, mame

-1 -2

[ = 3 (mtien - Z 2l (2-42) 3 Zl;z”—i-d

n=-—oo n=—oo n=-—oo

-2

0= 3 (o= ph a0+ 1)) 2 4d, pre2< i

n=—oo

Riesenie 6.24
Polomer konvergencie radu pre f(z) je

k3 /3 k3
R = lim /

A — =3.
i e

=3 lim |———
noo | (k + 1)3

Teda f(z) je funkcia ktora je analytickd vo vnatri kruznice o polomere 3.

(a) Integrand je analyticky. Teda, podla Cauchyho teorémy, hodnota integrélu je nula.

7{ e” f(z)dz =0
|z|=1

(b) Pouzijeme Cauchyho integralny vzorec na vyhodnotenie integralu.

f{ f(2) b= ﬂlf(?’)(o) _ 2w 313 o
|2|=1

24 3! 31 33
]{ f(i) dz =27
lzl=1 %
(c) Pouzijeme Cauchyho integralny vzorec na vyhodnotenie integralu.
f(z)er . 2w d R o e
fh T dz = ST dz(f(z)e )‘Z:O f227r3—1
FERCE
|z|=1 z 3
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Riesenie 6.25

(a)

(i)

2(1 —2)

(ii)

1+ 1
z 1—-z
1 oo
7—1—22", pre 0 < |z] < 1
o n=0
1 oo
-+ 2" pre0< |z| <1
< n=-—1
1+ 1
z 1—z
1 1 1
z zl-1/z
I 1 (1\"
- —-= -, prelz|>1
z z
n=0
100
—= 27", pre |z >1
n=1
— 00
—Zz", pre |z| > 1
n=-—2
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(iii)

L S
_ 1 n 1
(z+1)-1 2-(z+1)
- o 1| >1 1 2
(z+1D)1-1/(z+1) (z+1)1-2/(z+1) pre |z + 1 alz+1]>
1 > 1 1 e on
- Z n Z poub pre|z+1]>1lalz+1]>2
G+) &= G+ (z+1) & (z+1)
I < 1-2»
- > , prez+ 1] >2
(z+1) = (z+1)"
Pt |z +1] > 2
= 7 re |z
Z G P

= (1—2"""Y(z+1)" oprelz+1]>2

n=-—2
(b) Najprv, rozlozme menovatel zlomku f(z) = 1/(z* + 4).
Ard=(z-1-)z-1+)z+1-1)(z+1+2)

Hladame prstenec okolo z = 1 obsahujici bod z =+ kde f(2) je analyticka. Singularity v z = 1 &4 st vo vzdialenosti 1 od z = 1;
singularity v z = —1 =41 s vo vzdialenosti v/5. Kedze f(2) je analytickd v oblasti 1 < |z — 1| < v/5 Laurentov rad je konvergentny na
tejto oblasti.
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Kapitola 7

Rezidua

7.1 Uvod

Rezidua. Nech f(z) je jednoznatna a analyticka v okoli bodu zg, okrem bodu samotného. Potom f(z) ma Laurentov rozvoj

Reziduum 7z f(2) v z = zo je koeficient ¢lena =
Res(f(z),20) = a_1.

Reziduum v bode vetvenia alebo neizolovanej singularite nie je definovany, kedZe Laurentov rozvoj neexistuje. Ak f(z) ma n-nasobny
pol v z = zg, potom moZeme pouzit vzorec pre rezidué:

Res(f(z),20) = lim <1dn_[(z — zo)”f(z)]) .

z—zo \ (n — 1) dzn—!

Teoréma o reziduach. Ak f(z) je analytickd v kompaktnej, uzavretej, suvislej oblasti D, okrem izolovanych singularit v {z,} vo
vnutri D, potom

oD

f(z)dz = Z ; f(z)dz = z?wZRes(f(z),zn).
k k n
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Mnozina kriviek {C}} vytvara kladne orientovani hranicu 9D oblasti D. Ak hranica oblasti je jednoducha krivka C, potom plati
zjednodu§eny vztah

f f(z)dz = ’LQ?TZ Res(f(2), zn).
C n
Jordanova lema.
—Rsin0 de 1
/0 e < R

Nech a je kladné konstanta. Ak f(z) ide k nule pre |z| — oo potom integrél

/C F(z)e® dz

cez polkruznicu s polomerom R v hornej polrovine ide k nule pre R — oo.
Vypocet uréitych integralov so sinus a kosinus. Na vypocet urcitych integralov typu
a+2m
/ F(sinf,cosf)dd
a

je uzito¢né urobit transformaciu premennych z = e*’. Takto dostaneme krivkovy integral pozdiz jednotkovej kruznice so stredom v
pociatku. Sinus, kosinus a diferencial mézeme vyjadrit pomocou premennej z.

_ 1 —1 d
sinf = =~ , 0059:Z+Z , P ——
22 2 134

Integraly od —oo do oco. Nech f(z) je analytickd okrem izolovanych singularit, z ktorych Ziadna nelezi na realnej osi. Nech
ai,...,an, su singularity f(z) v hornej polrovine a Cr je polkruznica od R do —R v hornej polrovine. Ak

Jim (R 7)) =0

potom

/OO fla)de = zZn’ZRes(f(z),aj).

—0 i=1
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Nech by, ..., b, st singularity f(z) v dolnej polrovine. Nech Cg je polkruznica od R do —R v dolnej polrovine. Ak

Rlim (R?El%)zi f(z)|) =0

— 00

potom

/jo f(x)de = fZQWZRes(f(z) b;)

Integraly od 0 do co. Nech f(z) je analytickd okrem izolovanych singularit, z ktorych Ziadna nelezi na realnej osi, [0, c0). Nech
21,..., %, st singularity f(z). Ak f(z) < 2 pre z — 0 pre nejaké a > —1 a f(z) < 2% pre z — oo pre nejaké 8 < —1 potom

/000 f(x)dx = ZRes z)log z, z1) ,

/ f(z)log dx = —= ZRes z)log? 2, zk +z7rZRes () log z, k) .

k=1
Predpokladajme Ze a nie je celé &islo. Ak 2%f(z) < z® pre z — 0 pre nejaké a > —1 a 2%f(2) < 2”7 as z — oo pre nejaké 3 < —1

potom
e 127 =
/ O - ZReS (£ (2), 7).
0 =1

/0 xf(z)logx dr = eﬂm Z Res (2% f(z)log z, z1) smﬁ a Z Res (= Zk) -

Fourierove integraly. Nech f(z) je analyticka okrem izolovanych singularit, z ktorych 7iadna nelezi na reélnej osi. Predpokladajme
7e f(z) ide k nule pre |z| — co. Ak w je kladné reélne ¢islo potom

/ f(z)e™® de =27 Z Res(f(z)e"™?, zx),

kde z1,..., 2, st singularity f(z) v hornej polrovine. Ak w je zaporné realne ¢islo potom
/ f(x) e do = —i27 Z Res(f(z)e"™?, zx),
kde z1,..., 2, st singularity f(z) v dolnej polrovine.
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7.2 Ulohy

Uloha 7.1
Vyhodnotte nasledujiice integraly po uzavretej krivke s pouzitim teorémy o reziduach.

d
(a) / 2721 kde C je krivka parameterizovana pomocou r = 2 cos(26), 0 < 0 < 27.
c <=
(b) /c STp ;)(z ) dz,  kde C je kladne orientovana kruznica |z| = 3.

(o) / e'/#sin(1/z)dz,  kde C je kladne orientovana kruznica |z| = 1.
c

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 7.2
Odvodte Cauchyho integralny vzorec pomocou teorémy o reziduach.
[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 7.3
Vypocitajte rezidua nasledujacich funkcii v kazdom péle v koneénej Casti roviny.

1
A gl

(a)

1422
(c) z(z —1)2
eZ
22 +a?
(1 — cos 2)?

27

(d)

()

[Napovedal |Riesenie]|
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Uloha 7.4
Nech f(z) ma n-nasobny pdl v z = zy. Dokazte vzorec pre residua:

n—1
Res(f(), 20) = lim (1 e 20)"f(2)]> ‘

z—z0 \ (n — 1) dzn—t

[Napovedal |Riesenie

Uloha 7.5
Uvazujme funkciu

24

&=z
Klasifikujte singularity funkcie f(z) v rozsirenej komplexnej rovine. Vypoditajte rezidud v kazdom pdéle a nekonecne. N&jdite Laurentove
rozvoje a ich oblasti konvergencie v bodoch z =0, z =7a z = .

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 7.6
Nech P(z) je polyném ktorého ziaden koren nelezi na uzavretej krivke T'. Ukazte ze
1 P’
— (2) dz = pocet korenov P(z), ktoré lezia vo vnatri T
127 ) P(2)

Korene sa poéitaji podla ich nasobnosti.
[Napovedal |Riesenie]

Uloha 7.7
Né&jdite hodnotu

eZ
[ e P
c (z—m)tanz
kde C je kladne orientovana kruznica
(@) [z[=2

(b) |z =4

[Napovedal |Riesenie]
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Uloha 7.8
Vyhodnotte nasledujiice nevlastné integraly.

(a)/o RS
(b) /oodix a>0

oo (T4 D)2+ a?

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 7.9
Vyhodnotte pomocou krivkovych integralov

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 7.10
Predpokladajme ze f(z) ide k nule pre |z] — oo. Ak w je (kladné/ zaporné) reélne Cislo a Cr je polkruznica o polomere R v (hornej/
dolnej) polrovine, potom ukazte ze integral
f(z)e*® dz
Cr
ide k nule pre R — oc.
[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 7.11
Vyhodnotte pomocou krivkovych integralov

o0
cos 2x
/ dx.
oo T T

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 7.12
Vyhodnotte integral

/OO dx
o l14a3

[Napovedal |Riesenie]

192



Uloha 7.13
Najdite hodnotu integralu I

s vyuzitim krivkového integralu

po vhodne zvolengj krivke T
[Napovedal |Riesenie]|

Uloha 7.14
Vyhodnotte nasledujice realne integraly.

T de
@ [ e

w/2
(b) / sin® # d@
0

[Napovedal [Riesenie|

Uloha 7.15
Pouzite krivkovy integral na vyhodnotenie integralov

27 de
(a)/o 2+ sin(9)’

™ cos(nd) .
1 Z°".
(b) /7r 1 —2acos(f) + a? do prela| <1, ne

[Napovedal |Riesenie]

Uloha 7.16
Vyhodnotte

1 2
| o
o (14 22)v1—a?

[Napovedal [Riesenie
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7.3 Napovedy

Napoveda 7.1

Napoveda 7.2

Napoveda 7.3

Napoveda 7.4

Dosad'te Laurentov rad do vzorca a zjednoduste.

Napoveda 7.5

Pri vypocte rezidua v nekonecne vyuzite Ze suCet vietkych rezidui funkcie v rozsirenej komplexnej rovine je nula. Aby ste dostali Laurentov
rozvoj v z = 1, napiSte funkciu ako vlastn( racionalnu funkciu (Citatel méa nizsi stupen ako menovatel) a rozlozte na parcialne zlomky.
Napoveda 7.6

Zo zakladnej teorémy algebry, je vzdy mozné rozlozit P(z) do tvaru P(z) = (2 — z1)(2 — z2) - - (z — z5,). Pouzitim tohto tvaru P(z),
integrand P’(z)/P(z) sa redukuje na velmi jednoduchy vyraz.

Napoveda 7.7
Napoveda 7.8
Napoveda 7.9
Napoveda 7.10
Vyuzite

T —Rsin 6 ™
do < —.
/0 ‘ R
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Napoveda 7.11

Napoveda 7.12 i

Uvazujte integral pozdIz hranice oblasti, 0 < r < R, 0 < 6 < 27/3.
Napoveda 7.13

Napoveda 7.14

Napoveda 7.15

Napoveda 7.16
Substituujte 2 = sin ¢ a potom z = e,
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7.4 RieSenia

Riesenie 7.1
(a) Uvazujme

/ dz
022—17

kde C je krivka parametrizovana vztahmi r = 2 cos(26), 0 < 6 < 2. (Vid obr.[7.1]) Jednoduché pély sa v z = +1. Integrél vyhodnotime

Obr. 7.1: Krivka r = 2 cos(26).

pomocou teorémy o reziduach.
dz 1 1
/Cﬁ =27 (RGS (/22_172' = 1> +RGS (22_172 = —1))
1
z=—1

z—1
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(b) Uvazujme integral

e'LZ
/ 5 dz,
c #2(z — 2)(z +15)
kde C je kladne orientovand kruznica |z| = 3. Existuje dvojnasobny pél v z = 0, a jednoduché pély v z =2 a z=—i5. Pély v z =0 a
z = 2 lezia vo vnutri krivky. Integral vyhodnotime pomocou teorémy o reziduach.

| T ””(Res (( - 2)( )T 0>
s (( e 2))

2 d e’lz +
— -
i ( —2)(z+15)|,_, z+z5
2 e'LZ +
i z—2)(z+z5) 222—1—15 o
(2% 4 (17 — 2)2’—5—112 1 o2
(z —2)2(z 4+ 15)? 58 116
3 ? 1 5
) e v 22
”( 25 2 +<58 116>e>
1 6 1 )
= 71—0 + %WCOSQ — 2—97rs1n2 +1 <275T + ﬁwcos& + 587rsm2)
(c) Uvazujme integral
/ el/#sin(1/z)dz
C

kde C je kladne orientované kruznica |z| = 1. Podstatna singularita je v z = 0. Reziduum vypocitame pomocou rozvoja integrandu do

Laurentovho radu.
1 1 1 1
1/z _ - - —
e /*sin(1/z2) <1+Z+0<22)> (z+o<z3)>

1 1
-Leo(3)

Reziduum v z = 0 je 1. Integrdl vyhodnotime pomocou teorémy o reziduach.

/ e'/#sin(1/z)dz = 127
C
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Riesenie 7.2
Ak f(¢) je analyticka v kompaktnej, uzavretej, sivislej oblasti D a z je bod vo vnatri D, potom Cauchyho integralny vzorec hovori ze

() — M f©)
0= e o

Na potvrdenie, vyhodnotme integral pomocou teorémy o reziduach. Existuje (n + 1)-nasobny pél v bode ¢ = z.

n! Q) _nl 27 d”
21 op (C— 2)nt! d¢. = ﬂﬁ@f@ .
= f"(2)
Riesenie 7.3
(a)
1 1

2 —at (z—a)(z+a)(z—wa)(z +a)

Jednoduché pély st v z = +a a z = +wa. Vypocitajme v nich rezidua.

Res (1 z = a) = ! = €
24 —a?’ (z+a)(z—1a)(z+1a)|,_, 4a’
Res(lza) L :71
24 —a?’ (z—a)(z—1a)(z+1a)|,__, 4a3
Res(lz:za>: L =
24 —a?’ (z—a)(z+a)(z+1a)|,_,, 4a3
Res <1 z= —w) = L = !
24 —a?’ (z—a)(z+a)(z—a)|,__,, 4a3

sin z
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Kedze menovatel ma dvoj-nasobni nulu v z = 0 a Gitatel tam ma jednoduchd nulu, funkcia ma jednoduchy pél v z = 0. Vypocitajme
tam reziduum.

Res (sian7 _ ) g 102
z z—0 Zz
B cos 2
- z—0 1
=1
(c)
1+ 22
z(z —1)2

Jednoduchy pél je v z = 0 a dvojnasobny pdl je v z = 1.

1+ 22 1+ 22
Res L7 2=0) = A 1
z2(z —1)2 (z—=1)2|,_,
1+ 22 d 1+2°
Res L, z=1]| = tz
z(z —1)2 dz 2z |,
1
(-4
z z=1
=0
(d) e* /(2% 4+ a*) ma jednoduché pély v z = +ua. Vypo&itajme v nich rezidua.
eZ eZ Zeza
Res| ——=,z2=1w | = = —
22 + a? z4aal,_,, 2a
e’ e re e
Res| ——=,z2=—wa | = =
22 + a? P 2a
(e) Kedze 1 — cosz ma dvojnasobni nulu v z = 0, ﬁ;ﬂ ma trojnasobny pdl v tom bode. Reziduum najdeme rozvojom funkcie do
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Laurentovho radu.

Reziduum v z =0 je —1/24.
Riesenie 7.4

Kedze f(z) ma n-nasobny izolovany pdl v z = z, ma Laurentov rozvoj ktory je konvergentny na okoli tohto bodu, okrem samotného bodu.
Substituujme tento Laurentov rad do vztahu pre rezidua aby sme to overili.

Res(f(2), z0) = lim <(1d (2 ZO>”f<z>1)

z—z0 \ (n — 1) dzn—1
) 1 dn—l e
=l (<_1> T [(z DUDIRECEEY D
k=—n
) 1 dn—l el
- zh—?zlo ((n — 1)' dzn—1 [Z akfn(z - ZO)k])
k=0
I T 1 - k! k—n+1
72520 ((n—l)'k_;lak" (k‘—n—l—l)'( %)
. > (k+n—1)! i
= (<n i )
1 (n—1)!

To dokazuje vztah pre rezidua.
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Riesenie 7.5
Klasifikujte singularity.

2 24

241 (z—1)(z+12)

Jednoduché pély st v z = 4. KedZe sa funkcia sprava v nekoneéne ako 22, existuje tam dvojnasobny pél. Aby sme to videli pomalsie,
mozeme urobit substitaciu z = 1/¢ a vy3etrit bod ¢ = 0.

f(z) =

()=t
¢) C2+1 C+¢t 1+

f(1/¢) ma dvojnasobny pdl v ¢ = 0, Co znamena ze f(z) ma dvojnasobny pél v nekonecne.

Rezidua. Rezidua v z = 41 sq, y
4
z z 7
R S —_— = 1.[[] = — —
eb<22+1,z> Sz 2’

4 4
z ) z )
Res <22+17Z) = ZILHEZ S

Reziduum v nekonecne je

Tu sme mohli pouzit vzorec pre rezidua, ale je jednoduchsie najst Laurentov rad.

= Res (-g—‘* i(—mg%, ¢= 0)

n=0

=0

Tiez sme mohli vypocitat reziduum v nekonecne vyuzitim faktu ze sacet vSetkych rezidui tejto funkcie v rozsirenej komplexnej rovine je
nula.

—1 1
S 2 Res(f(2), 00) = 0
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Res(f(z),00) =0
Laurentov rad v z = 0. KedZe najblizsia singularita je v z = 4, Taylorov rad konverguje v disku |z| < 1.

24 _ 4 1
2241 71— (=2)2

— Z(_ZQ)TL
n=0
— Z(il)nz2n
=0

_ i(_l)nZQn
n=2

Geometricky rad konverguje pre | — 22| < 1, alebo |z| < 1. Rozvoj funkcie do radu je

4 oo
4 n n
i E (—=1)"2%" pre|z| <1
n=2

Laurentov rad v z = 1. Rozlozme f(z) na parcialne zlomky. Najprv napisme funkciu ako vlastni racionalnu funkciu, (t.j. Citatel ma nizsi
stupen ako menovatel). Polynomickym delenim vidime ze

2
=22 14—
f&) == 1+ o
Teraz rozlozme posledny clen na parcialne zlomky.
—1/2 1/2
/2,

2
= -1
f(z) i +z—z z+1

KedZze najblizsia singularita je v z = —1, Laurentov rad konverguje v prstenci 0 < |z — 2| < 2.

2 —1=((z—12)+1)* -1
:(z—z)2—|—12(z—z)—2
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/2 1/2

z4+1 12+ (z—1)
_ 1/4
1=z —1)/2

n=0

>

z(z2z)>n

1= " n
n=0

Tento geometricky rad konverguje pre |¢(z —1)/2| < 1, alebo |z — 2| < 2. Rozvoj do radu funkcie f(z) je

)2 P i n
f(z)-; 242(z—1)+(2—2) +in§::o27(z )"
4 —2/2 1 oo
ZQZ+1:Zzi_/z—2+z2(2—z)+(z—2)2+12;—n(z—z)" pre |z —1| < 2

n=0

Laurentov rad v z = co. Ked'Ze najblizsie singularity si v z = 4, Laurentov rad konverguje v prstenci 1 < |z| < oo.

24

2,2

2241

S 1+1/22

o0 1 n
22 (-=)

0

Z (_l)nZZ(n+1)

n=—oo

1

Z (71)n+1z2n

n=—oo

Tento geometricky rad konverguje pre | — 1/2%| < 1, alebo |z| > 1. Rozvoj do radu funkcie f(z) je

1

= Z (=)™ 12 pre 1 < |z] < oo

n=—oo

203



Riesenie 7.6
Metéda 1: Teoréma o reziduach. Rozlozime P(z). Nech m je pocet korenov, pocitajic nasobnosti, ktoré lezia vo vnatri krivky I". Najdime
jednoduchy vyraz pre P'(z)/P(z).

k=1 +13=1
n
>
Z—Z
k=1 k

Teraz prevedieme integrovanie pomocou teorémy o reziduach.
1 P'(z2) 1 o1
— dz = — d
z27r/p P(2) : ZQWAI;z—zk :
"1 1
=> 5 / dz
oem Jr 2= 2z
1 1
= Z —/ dz
21 Jp 2z — 2

2z inside T

- j{: 1

z) inside T’

=m

Metéda 2: Newton-Leibnizova formula. Rozlozme polyném, P(z) = ¢[[_,(z — zx). Nech m je pocet korenov, poéitajic nasobnosti,

204



ktoré lezia vo vnatri krivky T

1 [P
Y G T
127 Jp P(2) 127

= % [log H(z - Zk)}
k=1
= % LX_; log(z — Zk)]

[log P(Z)}c

C

C

Hodnota logaritmu sa zmeni o 127 pre cleny v ktorych z; je vo vnatri krivky. Jeho hodnota sa nezmeni pre ¢leny v ktorych zj je zvonku
krivky.

- Z log(z — zi)

zp zvnatra I’ c

1
= o Z 127

zr zvnitra T

Riesenie 7.7

(a)

e? e* cos z
—dz = —dz
c (z—m)tanz o (z—m)sinz
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Integrand ma jednoduché pdély v z = nm, n € Z, n # 1 a dvojnasobny pdl v z = 7. Jediny pdl vo vnatri krivky je v z = 0. Vyhodnotme
integral pomocou teorémy o reziduach.

e® cos z e?cosz
—————dz=127Res[ ———,2z=0
o (z—m)sinz (z —7)sinz
e?cosz

=27 lim z————
2=0 (z —m)sinz

= —21lim —
2=0 sin z

= —21lim
2=0 COS 2

= —12

§ oo dem
o (z—m)tanz

(b) Integrand m4 jednoduché pély v 2 = 0, —7 a dvojnasobny pdl v z = 7 vo vnatri krivky. Hodnota integrélu je 127 krat stcet rezidui v
tychto bodoch. Z predchadzajicej Casti vieme ze reziduum v z = 0

Res m,z =0) = ,l.
(z—m)sinz T

Najdeme reziduum v z = —7 pomocou vztahu pre rezidua.

e* cos z ) e* cos z
Res | ————2z2=-7)= lim (¢ +7m)—F-—
(z —m)sinz 2o —m (z—m)sinz

e "(-1) .. z+m
(=1) lim —
—2m  z—-—7 sinz
e” ™
= — lim
2T z——m COS 2
e—Tr
27
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Najdeme reziduum v z = m pomocou najdenia niekolko prvych clenov Laurentovho radu z integrandu.

e*cosz (e"+e™(z—m)+O0((z—7)?%)) (1+ 0 ((z—m)?))
(z —m)sinz (z=m)(—=(z—7m)+0O((z—m)3))
_ —e"—e"(z—7m) + O ((z —7)?)
—(z=7)?+0((z—m)*)
o+ = T 0(1)
1+0 (2 —m)?)

Teraz vidime ze

e* cosz
Res | —————,z2=m) =e".
(z —m)sinz

Integral je
z z z
]{wdzzm(m _CTCOSE ) 4 Res (2
o (z—m)sinz (z —7)sinz (z —7)sinz
FRes | —%% o )
(z —m)sinz
1 —Tr
127r<e+e“)
T 27
f{ d=i(2mem2-eT)
—————dz=1(27e" -2 —¢
c (z—m)tanz
Riesenie 7.8

(a) Najprv si vsSimnime ze integrand je parnou funkciou a rozsirme oblast integrovania.
e x? 1 [ z?
—————dz == ——dx
by @A@Y T2 @@ 9
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dalej uzavrime integraéni cestu v hornej polrovine. Uvazujme integral pozdlz hranice oblasti 0 < r < R, 0 < 0 < .

;/c(‘Fl)(‘f“l)d: 3, (z—z><z+z><i;z2><z+zz> ¢
(e )
#hes (rrpErn =)

2 2’2

:”(<z+z><z2+4> @+ 1)z +2)

(6-3)

+

z12>

zZ=1

SN

Nech Cf je Cast krivky v tvare kruznicového oblika. [ ffR + fCR' Ukazeme ze integral pozdiz C' ide k nule pre R — oo pomocou

hornej hranice modulu.

22

(22 +1)(22+4)
R2
R? — 1)(R? — 4)

—0as R — o

< 7R max
2z€Cpr

52
/CR (22 +1)(22+4) dz

=7TR(

Vezmeme limitu pre R — oo a vyhodnotime integral pozdiz realnej osi.
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(b) Uzavrieme integracnii cestu v hornej polrovine. Uvazujme integral pozdlz hranice oblasti 0 < r < R, 0 < 6 < .

/ dz _/ dz
c(z+b)2+a?2  Jo(z2+b—1a)(z+b+1a)

1
=127 R =—b
e es((z+bm)(z+b+za)’z +2a>
1
=127T ——
z+btaal,_ .,
T

Nech Cf je Cast krivky v tvare kruznicového oblika. [, = ffR +fCR. Ukazeme Ze integral pozdlz C' ide k nule pre R — oo pomocou
hornej hranice modulu.

< mR max
2€Cpr

(z+b)2 + a?
v
(R—10)?+a?

— 0 pre R — o0

/ dz
on GHDTTa?
=7R

Vezmeme limitu pre R — oo a vyhodnotime integral pozdiz realnej osi.

T
R—oo R (m+b)2+a2 o

/oo dz T
coo (D)2 a0

SRR

a
Riesenie 7.9
Uvazujme funkciu
46
Hodnota funkcie na imaginarnej osi:
,y6
(y* +1)?



je konstantny nasobok hodnoty funkcie na realnej osi:

26

(EEav

Na vyhodnotenie realneho integralu, uvazujme integracni krivku C', ktord zaCina v pociatku, ide po reélnej osi do R, potom po kruznici do
R a potom kopiruje imaginarnu os naspit dole do pociatku. f(z) ma dvojnasobné pély v stvrtych odmocninach z —1: (1 +1)/+/2. Z nich
len (1 +1)/+/2 lezi vo vnitri integracnej cesty. Vyhodnotme krivkovy integral pomocou teorémy o reziduach. Pre R > 1:

Z6 Z6 /4
Cde:ZQTFReS m,Z:e

6
=27 lim i ((z — 6”/4)22>

zein/t dz (24 +1)2

. ZG
-n 5 (e e o)

. 28
=27 lim (

rern/a \ (2 —eBm/4)2(5 — ez5ﬂ/4)2(2 — erm/4)2

6 2 2 2
2 n_ewn/d L _gibn/d , _ quin/4

o —t 6v2 2 2v2 2
T )\ V2 242 we
3
—227r@(1—2)\/§
3w

Integral pozdiz kruznicovej Casti krivky, C', ide k nule pre R — oo. Demonstrujme to pomocou hornej hranice modulu integralu.

/ 7Z6 dz| < ﬁ max 726
Cr (24 —+ 1)2 - 4 ze€CRr (Z4 —+ 1)2
aR__R°

1 (RT—1)2

—0as R— oo
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Ak vezmeme limitu pre R — oo, dostaneme:
< b O () 3
—d +/ dy = 1+
| @t [ e = syt
0 x8 o0 y8 3r
7dx+z/ dy = 1+
| @t grrm =g s0

b 3m
(1+z)/0 de:ﬁ(lvw)

e 28 3
/ e =5
o (z*+1) 8+/2

Riesenie 7.10
Vieme ze

" —Rsin6 i
do < —.
/0 ‘ R

Najprv uvazujme pripad ze w je kladné a polkruznica v hornej polrovine.

/ elUJZ dz
Cr

T
<)

~Jo
ZR/ |e_‘”RSi"9| dé max | f(z)]
0

zeCgr

(Z) ezwz dZ S

max | f(z)|

2€CRr

Cr

B’ Re?| 49 max | f(2)]

zeCr

v
< BOR max|f(2)]

s
= — ma z
L max |f(2)]

— 0 pre R—

Postup je takmer rovnaky pre zaporné w.

Riesenie 7.11
Najprv napisme integral pomocou Fourierovych integralov.

o ) oo 121 00 —12x
[ Ea- [ e [
oo T — T oo 2(x — ) oo 2(x —m)
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Poznamenajme ze ﬁ ide k nule pre |z| — oo. Uzavrieme prvy Fourierov integral v hornej polrovine a druhy v dolnej polrovine.

Z—T

Jednoduchy pdl sa nachadza v z =+t v hornej polrovine.

o] ezQz ez2z
———dr=27Res [ - ———,2 =
/002(:1:_271_) €T 14T eb<2(z_”r),2’ ZTI'>

67271’

=27

Neexistuja ziadne singularity v dolnej polrovine.

Teda hodnota pévodného redlneho integralu je

Riesenie 7.12
Chceme vyhodnotit

/OO dz
0 .T3+1

Nech krivka C' je hranicou oblasti 0 < r < R, 0 < 6 < 27/3. Rozlozme menovatel integrandu a zistime Ze krivka obieha jednoduchy pdl v
e™/3 pre R > 1.
Bpl=(2-e"3)(z+1)(z —e /3

Vypocitajme reziduum v tom bode.

1 /3 : /3 1
RGS<M7Z:G />:Zi{3r}}r/3 <(z—e /)23+1)

1
I
e/ ((z +1)(z— e”/3)>

1
- (ewr/?) +1)(elﬂ/3 _ 67177/3)
erm/3
-3
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Na vypocet integralu pouzijeme teorému o reziduach.

7{ dz _12776”/3
cB+1 3

/ dz _/R dz +/ dz /Reﬂ"/?’dx
e+l Jo 2341 Jo,2B+1  Jy ad+41
R
. dx dz
= (1 7171'/3/ /
(1+e )ox3+1+ch3+1

Ukazeme ze integral pozdiz Cy ide k nule pre R — oo pomocou horného ohranicenia modulu integralu.

/ dz | _2rf 1 0 as R — oo
— —
o, B+1|S 3 Bo1

Nech Cg je kruznicova cCast krivky.

Vezmime R — oo a rieSme pre dany integral.

wr /3

*  dx 12me
1 7171'/3)/ - _
( +e o 41 3
/°° de 27
o 3+1 33
Riesenie 7.13

Metéda 1: Integracna cesta - polkruznica. Chceme vypocitat integrél

Poznamenajme Ze integrand je parnou funkciou a vyjadrime I ako integral pozdiz celej realnej osi.

1 [ dx
L
2/ _ o1+z
Teraz vypocitame integral pomocou krivkového integralu. Uzavrieme integracn( cestu v hornej polrovine. Nech I'g je polkruznicovy oblik

od R do —R v hornej polrovine. Nech T' je zjednotenie T'g a intervalu [—R, R]. (Vid obr. )
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Obr. 7.2: Integracné cesta - polkruznica.

Integral pozdiz T' vypocitame pomocou teorémy o reziduach. Integrand ma jednoduché pély v z = e™(142k)/6 k. —0,1,2,3,4,5. Tri z
nich si v hornej polrovine. Pre R > 1, mame

2
1 1
__— _ = am(142k)/6
AZG+1dz—z2ﬂE Res(zﬁ+17e )
k=0

_ em(142k)/6

2 z
=127 E lim I —
=0 z—erm(1+2k)/6 25 +1
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Kedze citatel a menovatel ida k nule, pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo.

2

. 1
=127 E lim —
P 2 erm(1+2k)/6 620

2
w o—m5(1+2k)/6

% (e—zw5/6+e m15/6+e—m25/6)
T

_m (e—vﬂ-5/6 +e/2 +e—77r/6)
3
T

5

3
Teraz vysetrime integral pozdiz I'z. Pouzijeme horné ohranicenie modulu integralu a ukazeme e hodnota integralu ide k nule pre R — cc.

1
d
/FRZ6+1 i

~

~

)
3

< 7R max
z€l'Rp

1
RS —1
— 0 as R — oo.

z6+1‘

=nR

Teraz uz mézeme vyhodnotit povodny redlny integral.

Vezmeme limitu pre R — oc.
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Rovnaky vysledok by sme dostali keby sme uzavreli cestu v dolnej polrovine. Poznamenajme ze v takom pripade by uzavretd krivka bola

zaporne orientovana. i
Method 2: Integracna cesta - kruznicovy vysek. Uvazujme krivku T', ktoré zacina v pociatku, ide k bodu R pozd|z reélnej osi, potom
k bodu Re'/3 pozdiz kruznice o polomere R a potom naspat do pociatku pozdiz luca 8 = 7 /3. (Vid obr. )

Obr. 7.3: Integracné cesta - kruznicovy vysek.

Integral pozdiz I vypocitame pomocou teorémy o reziduach. Integrand ma jeden jednoduchy pél vo vnatri krivky v z = e/, Pre

R > 1, mame
1 1
- — v /6
/F26+1d2—227rRes(6+1,e )
_ om/6
. z—e
=om e

Kedze citatel a menovatel ida k nule, pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo.

=27 li —
2r lm

z—erm/6
E e—z7r5/6
3
_ T e—wr/?)

3
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Teraz vysetrime integral pozdlz kruznicového oblika I'z. Pouzijeme

ide k nule pre R — oc.

1 TR 1
67(12 Sfmax 6 L1
FRZ +1 3 zel'R | 2 +1
_mR 1
3 R6-1

— 0 as R — oo.

Teraz uz mézeme vyhodnotit povodny redlny integral.

/ 1 dz m —1,77/3
r Z() —+ ]. 3

| 0 us
/ Gidl‘Jr/ dZJr/ dz == e /3
0 X + 1 Tr Z6 Re'w/3 Z + 1 3

L | 0 T
/ — dx—l—/ dz—|— /3 Qg = Z e /3
o x®+1 T r b 3
Vezmeme limitu pre R — oc.
<1 — e”/3) /00 761 dx = T e—v/3
o z°+1 3
—/3

/Oo 1 d T e
—_— a r = -7
o xb+1 31—en/3

/°° LI (1—1/3)/2
0

T =
6 +1 31— (1+12/3)/2

< 1 ™
——dx=—
/0 S+17 73
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Riesenie 7.14
(a) Pre vypocet integralu urobme substitiiciu z = €', Integraéna cesta v komplexnej rovine je kladne orientovana jednotkova kruznica.

/’T de 7/ 1 %
. 1+sin?0 Cl—(z—z—1)2/4zz
14z
= —d
/0247622+1 :
14z

:/c(z—l—\/?) G-14+v2) c+1-v2) (z+1+2

) dz.

Jednoduché pély st v z = +1+ /2. Pély v z = —1 + /2 a z = 1 — /2 st vo vntri integracnéj cesty. Integral vypocitame pomocou
vztahu pre rezidua.

1z Z%
LWdZZ2W(ReS(W’Zl+ﬁ)

+Res<Z4Z z:l—\@))

24— 62241
TNV G VD),
+ (z-1-V2) (z2+1-V2) (z+1+V2) z—1\/§>

(5530
— Von

(b) Najprv vyuzijeme symetriu na rozsirenie integracnej oblasti.

w/2 1 27
/ sin*6df = = / sin* 6 d
0 4 Jo

Potom prevedieme substitiiciu z = e*. Integracna cesta v komplexnej rovine je kladne orientovana jednotkova kruznica. Integral
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vypocitame pomocou teoréme o reziduach.

Riesenie 7.15
(a) Nech C je kladne orientovana jednotkova kruznica v pociatku. Parametrizujme tato krivku.

z=eY dz=1e?dh, 6c(0...27)

NapiSme sin 6 a derivaciu df pomocou z. Potom integral vypocitame pomocou teorémy o reziduach.

[ s f et
o 2+sin0 Jo 24 (2—1/2)/(2) 12

2
=¢ ———d
7{sz+z4z—1 :
2

7{0(2—1-2(2—1—\/3)) (z+1(2-V3))

dz

=2rRes ((2+1(2+8)) (241 (2-V3)) .2 =2 (-2+V3))

=27

2
124/3

(b) Najprv uvazujme pripad a = 0.

2r pren=20

™ +
/ cos(nd) dd = {O pre . € Z
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Teraz uvazujme |a| < 1, a # 0. Kedze
sin(né)
1—2acosf+a?

T cos(nd) T emd
—————df = —df
/W1—2acos€+a2 /,W1—2ac059+a2

je parna funkcia,

Nech C je kladne orientovana jednotkova kruznica v pocCiatku. Parametrizujme tato krivku.
z=eY dz=1edh, O (—m...7)

Napisme integrand a diferencial df pomocou z. Potom integral vypocitame pomocou teorémy o reziduach.

/7T eln@ de_% L %
»1—2acosf@+a2 Jol—a(z+1/2)+a?1z

e
=—1 z
c—a2+(1+a?)z—a

1]{ 2 dz
S afo2—(a+1/a)z+1

n

- é]i (z—a)?z—l/a) dz

_ mé Res <(Z_a)f:_1/a) s = a)

2T a”
aa—1/a
2wa”

1—a?

Napiseme hodnotu integralu pre |a| < 1 a n € Z°F.

/’T cos(nb) 40 — {27r prea=0,n=0

» 1 —2acosf + a? 2ma’ inac
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Riesenie 7.16
Uvazujme integral

1 2
/f”—dw.
o (1+a2)v1_22

Prevedieme substiticiu = sin£ a dostaneme,

/ﬂ/2 sin” £ cos&d€
0 (14sin?¢&)y/1 —sin®¢

/”/2 sinfi @
0 1+sin”¢&

™21 — cos(26)
/0 3 — cos(2€)

1/2”1—cos£d€
4 )y 3—cos

Teraz prevedieme substitticiu z = €*¢ a dostaneme krivkovy integral na jednotkovej kruznici.

1 [ 1-(2+1/2)/2 (= .
4/C~3—(z+1/z)/2<z>d

- (e —1)* dz
4 Jo z2(z—3+2v2)(z -3 -2V2)

Vo vnatri krivky sa nachadzaji dva jednoduché pély. Hodnota integralu je

d¢

2 <Res(z(z—3—|—2(f@)(1z)2—3—2\/§)70> +Res(z(z—3+2(f@)(13i3_2¢§)’z_32\@»
g (Pi% ((z — 3+ 2%;(?2 3 2\6)) T s <z(z(z3_1)22\/§))> '

! z? 2= V)r
/0 AtV = 1
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Dodatok A

Vzorce pre derivovanie

Poznamka: ¢ ozna¢uje konStantu a ’ derivaciu.

M

gi_fm#d

dr g g¢?

d .

a c:Cfc—lf/

d / /

.79 =19

d2

29 = 1"9)¢) + 1"

dr _(n\d"f n\d"!f dg n\ d"2f d?g n\ .d"g
a9 = (0) adt <1>dx”—1dm+ (2> dxn—mz+“'+( )fdx”
d e —

& nr = m

223



d

—c =c"lnc

dx
d df dg
—f9 —qgf9 1L L9 2L
dxf 2 dx ! fdm
—sinz = cosx
dx
— cosx = —sinx
dx
— tanz = sec? x
dx
—cscx = —cscxrcotx
dx
—secx =secxrtanx
dx
— cotx = —csc’x
dx
1

— arcsinx =

dx V1—z2’

™ .
-3 < arcsinx <

[

d 1
— arccosr = — 0 <arccosx <

dx V1—a22’
1

7T< ; <7T
e —— < arctanxr < —
1+ 22 2 2

d arcta
— arctanx =
dx

d
— sinh x = cosh x
dx

— coshx = sinh
dx
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d
— tanhz = sech? 2

dx

d
—cschax = — cschx coth

dx

d
—sechx = —sech x tanh x

dx

d
— cothz = —csch?z

dx

d 1

— arcsinhz =

dx 2 4+1

h il >1 hx >0
— arccoshx = arccos
e T = T , T
1

dix arctanhx = =2
d T

o [ 19d=sw
d (&

i [ 1©d=—t@

d " "o
i [ seaie= [P ach s0mn — si.0)9
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Dodatok B

Vzorce pre integrovanie

d
/
f = log f(x
f'(@)
dx f()
/2\/f(l‘)
a+1
/xadx—oH_l for a #£= —1
/1 dx =logx
T
/e” dxr = e
a
abm
/abmdx: fora>0
bloga
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logzdr =xzlogx —x

/
[ v

1 a—zx 2 2

/ 1 do — {2a log &7 for z° < a
2 _ 42 1 r—a 2 2

T2 —a 3¢ 108 7o for z° > a

1 T
— arctan —
a a

.z T
dx = arcsin — = — arccos — for z2 < a?

1
/\/aQ—x2 lal lal
dx =log(x + V22 £ a?)

1
/ V2 £ a?
/ ! d ! sec™! 2
R d
V2 —a? |al a
/ 1
- dr=_=
xvVa? £ x? a
. 1
/sm(ax) dx = —— cos(ax)
a
cos(azx) dx = — sin(ax)
a

1
tan(ax) de = ——log cos(ax)
a

1 ax
dr = — logtan —
csc(ax) do . og tan 5

— — S —

1 T  ax
dr = —logt (— + —)
sec(ax) dz og tan >
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1
cot(az) dx = — logsin(ax)
a
. 1
sinh(az) de = — cosh(az)
a

1
cosh(az) dx = — sinh(az)
a

1
tanh(azx) dz = — log cosh(ax)
a

1
csch(ax) de = — log tanh %
a

] T ax
h dr = —logtanh [ — + —
sech(az) dzx - log tan (4 + 5 )

1
coth(ax) dz = - log sinh(ax)

. 1 . x
rsinazr dr = — sinax — = cosax
a

a2
9 . 2z . a’z? —2
z°sinaxr dr = — sinar — ———— cosax
a? ad

1 T .
rcosar dr = — cosax + — sinazx
a? a

9 2zcosar  a’x? -2 |
z“ cosaxdr = 3 + 3 sin ax
a a

— Y S S S S S S e S —
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Dodatok C

Stcty radov

L, b+ 1)(2b+1) —ala—1)(2a—1
Zn _ b+ 1)( )6 (a —1)( )

inz _ N(N+1)2N +1)
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S0 10y

n® 1
6
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Dodatok D

Taylorove rady

(1-2)t=> 2" 2] < 1
n=0

(1-2)72=> (n+1)z" 2] < 1
n=0
> (6]

1 ¢ = " <1

=3 (n): g

z __ - Zn

e* = n;)m |z] < o0

log(lfz):fz% 2] < 1

142 oo Zanl
1 =2 <1
Og(l_z> > 4

235



= 2n —1
& 2n
z
coshz = Z
|
— (2n)
) o0 22n+1
sinh z = T;) m

tanh 23 225 1727 n
e N R ST

LOEDY 7”L'1“((_+1)n+1) G

n=0

oo

1A= ooy G

n=0

236

|2] < o0

|z] < o0

2l < 3

|z] <1

|z <1

2| < 1

|2] < o0

|2] < o0

2| < %

|2 < o0

|2] < o0
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argument, [3]

body vetvenia,

Cauchy-Hadamardov vzorec, [134]
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Dirichletovo kriérium, [133
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funkcia
harmonicka,
harmonicky zdruZena,
komplexna,

geometricky rad, [I32]

harmonicka funkcia,

harmonicky rad,
harmonicky zdruzena funkcia,

imaginéarna jednotka,
inverzné trigonometrické funkcie,

Jordanova lema, [I8§]

komplexna derivacia, [67]
komplexna funkcia

kartézsky tvar, [35]
polarny tvar,

komplexn4 rovina,
komplexné ¢islo

algebraicky tvar, [I]
argument, [3]
hlavnéa hodnota,
kartézsky tvar,
modul,

polarny tvar,
velkost, [3]
zdruZené,

komplexne zdruzené &islo,
konvergencia
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absolitna, [131
Cauchyho (odmocninové) kritérium, [133
D’Alembertovo (podielové) kritérium, |132



porovnéavacie kritérium, [132

postupnosti, [I31]
rady,

rovnomerna, [I33]

krivkovy integral, [99]
horné ohranicenie modulu integrélu,
nezavislost na integratnej ceste, [100
vyhodnotenie pomocou parametrizacie,

Laurentov rad,
Laurentov rozvoj,
Liouvilleova teoréma, [113
logaritmicka funkcia, [36]

mocninovy rad
absolitna konvergencia,
analytickost, [[34]
definicia, [134]
derivéacia, [135
integracia, [I35]
oblast konvergencie,
rovnomerna konvergencia, [134]
rovnomerne konvergentny, [I34]
modul,

Newton-Leibnizova formula, [I00]
Newtonov binomicky vzorec, [I35]

pol,
polarny tvar, [3]
porovnavacie kritérium, [I32]
postupnosti

konvergencia, [131

rady
Cauchyho (odmocninové) kritérium, [133
D’Alembertovo (podielové) kritérium, [132

geometricky, [132]

konvergencia, [131

porovnéavacie kritérium, [132
rezidua, [187]

n-nasobny pol, [I87]

teoréma o reziduach, [187]
rovnomernd konvergencia, [133

singularita,
body vetvenia,
izolovana,
neizolovana,
odstranitelna, [6§
pol,
podstatna,
typy, [68

Taylorov rad, [I35]
tabulka,

teoréma o reziduach,
trigonometrické funkcie,
vel'kost,

Weierstrassovo kritérium, [I33]

zékladnd teoréma algebry,
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