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Predslov

Predslov
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vyklad zékladnych principov pocitacového riesenia niektorych typickych fyzikalnych
tiloh. Pokryva jednak oblast deterministickych metéd riesenia problémov modelovanych
oby¢ajnymi a parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami ako aj oblast stochastickych Monte
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problémov. Avsak, bez dosledného pochopenia fungovania jednotlivych pocitacovych
technik su tieto programy ciernymi skrinkami s mnozstvom uskali a rizik pri ich pouziva-
ni. Preto tento kurz kladie doraz na pochopenie silnych aj slabych stranok jednotlivych
metdéd a predpokladov ich uspesného pouzitia. To je precvicované na cviceniach for-
mou vypracovania projektov implementovanych vo volne &fritelnom softvéri Octave,
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Kapitola 1

Pocitacové riesenie fyzikalnych uloh

1.1 Priprava dlohy

Pocitacové riegenie tilohy prostrednictvom numerickych metéd je len sticastou (avsak
dolezitou) viacerych §tadif, ktoré je potrebné vykonat pre spravne vyriesenie fyzikdlného
problému.

e V prvom rade je potrebné jednoznaéne formulovat fyzikdlny problém,
ktory chceme riegit. Mnoho problémov vo vede a technike sa najvhodnejsie for-
muluje v matematickych terminoch.

e To umoziuje sformulovat matematicky model vo forme rovnic vystihujicich
zakladné vlastnosti fyzikalneho systému prostrednictvom premennych popisujicich
systém a teda obycajne idealizujucich skutocné fyzikalne procesy. Predpokladdame,
7e rovnice jednoznac¢ne $pecifikuji vztah medzi vstupnymi a vystupnymi veli¢inami.
Napriklad, matematicky model modifikovaného idealneho plynu, ktory je opisany
tlakom p, objemom V', teplotou T a poctom ¢astic n, ma tvar rovnice (p +
na®/V?)(V —nb) = nRT, kde a,b, R st konstanty. Avsak, iba najjednoduchsie
problémy mozu byt vyrieSené s pouzitim analytickych pristupov. Obycajne takéto
rovnice mozu byt (a vo vicsine redlnych problémov aj si) prilis zlozité na to aby
sa dali riesit analyticky.

e Vtedy nastupuje pouZitie numerickych metdd, ktoré nahradia zlozitejsiu
tilohu postupnostou jednoduchsich loh len s pouzitim aritmetickych prostried-
kov, a tak umoznia ziskat vysledok s istou presnostou. Teda mozeme povedat Ze
numerické metdédy sa v praxi pouzivajui na ziskanie priblizného rieSenia matema-
tickych problémov, ktoré predstavuju matematicky model fyzikédlnej reality.
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1.2 Numerické rieSenie

Dalsou fdzou je priprava algoritmu zvolenej numerickej metédy, pozosta-
vajucej zo $pecifikdcie kone¢nej postupnosti operécii, ktorou zo vstupnych tdajov
dostaneme pozadované vysledky.

Nasleduje transformécia algoritmu do vybraného programovacieho jazyka, t. j.
programovanie a ladenie programu.

Pozadované idaje potom ziskame spustenim programu a poslednym stadiom

je vhodné spracovanie vystupnych ddt.

1.2 Numerické rieSenie

V d’alsom budeme predpokladat, Ze méame spravne definovany matematicky model a
ststredime sa na jeho numerické rieenie. To predstavuje jednoznaény popis vztahu
medzi konetnym poc¢tom vstupnych a vystupnych dat (tzv. diskrétna tloha). Klicové
pojmy popisu numerickej metddy st:

Diskretizdcia ilohy - namiesto povodnej (oby¢ajne spojitej) dlohy riesime
diskrétnu tlohu s moznostou pribliZenia sa presnému rieseniu povodnej tlohy s
Iubovolnou presnostou.

Rdd diskretizdcie - kladné ¢islo k, také, ze plati | —I;| < ch*, kde I je presny
vysledok, I;, priblizny vysledok riesenia diskretizovanej ilohy, h je diskretizacny
parameter (krok) a c¢ je nejaka konstanta nezavisla na h.

Iteracny proces - postup, pri ktorom sa opakovane pouziva nejaka operacia s
cielom postupne sa priblizit k poZzadovanému rieseniu.

Podmienenost tilohy - vplyv relativnej zmeny vstupnych tidajov na relativnu
zmenu vystupnych tdajov.

Cislo podmienenosti - taka hodnota C, 7e plati r(y) < Cr(z), kde 7(z),7(y)
su relativne zmeny vstupnych a vystupnych tidajov. Ak je malé (C' = 1), hovorime
ze uloha je dobre podmienend. V opacnom pripade je zle podmienena.

Stabilita - numerickd metdda je stabilnd, ak je dobre podmienend, t. j. mélo
citlivd na poruchy v idajoch a je numericky stabilna ak je malo citliva na vplyv
zaokrihlovacich chyb. V opacnom pripade je metoda nestabilna.

Konvergencia - numericka metoda je konvergentna, ak iteracny proces kon-
verguje k spravnemu rieseniu.
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

e Rdd konvergencie - nech {3, }°2, je postupnost konvergujiica k nule a {c, }°2,
konverguje k a ak existuje také K > 0, ze

|, — a| < K|B,]. (1.1)
Potom rad konvergencie {a,}32, k a je O(f,,). Oby¢ajne
a, =a+ 0(1/nP). (1.2)

1.3 Chyby pocitacového rieSenia

Chyba predstavuje rozdiel medzi ziskanou a skutoénou! hodnotou vo fyzikdlnom systé-
me. Za predpokladu, Ze model budeme povazovat za presny a nedopustime sa chyb z
nedbanlivosti, budeme rozlisovat nésledovné zdroje chyb vzniknutych pri poéitacovom
rieseni ulohy.

e Chyby numerickej metédy vznikaji pri aproximéacii rovnic modelu s cielom
ziskat jednoduchsiu, numericky riesitelni ilohu v dosledku diskretizacie povodnej
matematickej tilohy, alebo ndhrady nekone¢ného procesu koneénym (napr. vypocet
e” pomocou Taylorovho polynému, vypocet integralu pomocou sictu konecného
poctu hodnot). Odhad tejto chyby sa obycajne d4 urobit analyticky a je dolezitou
sticastou rieenia.

Priklad: Vypocet funkénej hodnoty sin(1) s¢itanim koneéného poctu ¢lenov Ta-
ylorovho rozvoja v bode z = 1 je aproximovany podla vztahu

3 5 7 x2n+1

: ¥ 1 x .
sin(z) =2 — -+ —=— = +...+(-1) m+

31 5l 7! (1)

D4 sa ukdzat, Ze s¢itanim prvych n Elenov postupnosti sa dopustime chyby
velkosti nanajvys 1/(2n + 1)!.

e Chyby vstupnijch vidajov mozu vznikat v dosledku zaokriihlovania vstupnych
hodnot, meracimi chybami (koneény pocet merani) alebo stanovenim empirickych
zavislosti.

e Zaokrihlovacie chyby vznikaju v dosledku pocitacovej reprezentdcie éfsiel,
t. j. reprezentacie s kone¢nym poctom cifier.

e Chyby aritmetickych operdcii predstavuji Sirenie (propagaciu) chyb v do-
sledku aritmetickych operacii.

1Skutoén4d hodnota, t. j. presné &islo, je obyéajne nezndma a je chdpand ako hodnota uréens na
zéklade nekonec¢ného poctu merani.
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

Chybami numerickych metéd sa budeme blizsie zaoberat pri vyklade jednotlivych
metéd. Chyby vo vstupnych tidajoch a chyby vznikajice pri reprezentacii ¢isel budua
vykondvanim aritmetickych operacii spolu interagovat a nasim cielom bude odhadntt
ich vplyv na celkovi chybu vysledku.

1.3.1 Zaokrihlovacie chyby a poéitaéova aritmetika

Iba malé cast realnych éfsiel moze byt reprezentovand v pocitaci. Zaokrihlovacie chyby
sa vzdy vyskytuji v pocitacovych vypoctoch, pretoze sa pouziva iba priblizna re-
prezentdcia redlnych &fsiel. Zaokrihlovacie chyby mozno znizit pouzitim aritmetiky
vyssich radov (dvojndsobnd presnost), ale nemozno ich celkom odstranit. Pocitace spra-
covavaju ¢isla pomocou reprezentdcie s pohyblivou (pldvajicou) desatinnou ciarkou,
skladajuicej sa z hlavnej ¢asti (mantisy) a exponentu.

Maximalne a minimalne é&isla, ktoré pocéitac¢ moze reprezentovat, st fixne stanovené.
Ked je vykonany pokus prekrocit maximdlne ¢islo, nastdva pretecenie. a ked je vy-
konany pokus st pod minimélne &islo, nastéva podtecenie. V systémoch s plavajicou
desatinnou ¢iarkou sa daji ulozit kladné éisla zhruba v rozmedzi od 2, 2251 x 1073% po
1,7977 x 103%® s relativnou presnostou 2,2204 x 10716, Napriklad, v programovacom
prostredi Octave jednotlivé presné hodnoty dostaneme pomocou prikazov realmin,
realmax a eps.

Ak je ¢islo v numerickom rozmedzi pocitaca, jeho reprezentacia v plavajicej ¢iarke
moze byt ziskand odseknutim alebo zaokrihlenim. Vysledkom toho je, Ze ak s pri
vypoctoch pouzité ¢isla v plavajicej ¢iarke, vidy dochddza k zaokruhlovacim chybdm.

Priklad: Reprezentdcia ¢isla 7 na pét desatinnych miest s pouzitim odseknutia je
0.31415 x 10!, kym s pouZitim zaokriihlenia dostdvame 0.31416 x 101,

1.3.2 Definicie chyb a ich Sirenie

Nech z je presnd hodnota redlneho ¢isla a & nech je jeho aproximéacia. Budeme rozlisovat
nasledovne druhy chyb:

e absolitna chyba e

e(Z) =z — 1, (1.4)

e odhad absolitnej chyby ¢

@ — 7| < (), (1.5)
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

e relativna chyba r (pre T # 0)

e odhad relativnej chyby ¢

‘x_‘%’ < 5(%).

T

Pri aritmetickych operaciach sa vyssie uvedené chyby Siria.

e Pre odhad absolitnej chyby platia nasledovné vztahy pre:

le(a)] < e(@1) + e(22),
2. rozdiel v = 1, — 7o

|e(0)] < e(a1) + e(),

le(w)| < |21|e(2) + [22]e(z1),

I

4. podiel z =

2

1. sucet u = ~1+.f2
1
u)| < —— (|73 |0(x Lo |0 (2
)] < [z (18 + 210(72)),
2. rozdiel v = 1, — 7o
1
0)| < 0|0 (2 to|0 (T
r(@)] < 3 _f2|(|$1| (@1) + |22|6(22)),

14
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

3. suéin w = fl.fg
()] < 0(471) + 6(72), (1.14)

4. podiel z = %L

T2

r(Z)| < 5(1) + 5(). (1.15)

Vyssie uvedené vztahy st §pecidlnym pripadom odhadu chyb funkénych hodnot ked’
je funkcia dand sc¢itanim, odcitanim, nasobenim a delenim dvoch pribliznych hodnot.
Vztah pre odhad chyby funkénych hodnot v pripade vSeobecnej funcie f odvodime

nasledovne. Majme funkciu f diferencovatelnii v oblasti G, pricom x = (xq, T, ..., T,),
X = (Z1,T9,...,%p) a €(Ty) > |x; — 3| prei =1,2,...,n.
Za predpokladu, ze pozname horné ohranic¢enia parcidlnych derivacii
af(x
% §Kl, VXEG,izl,Q,...,n, (116)
€T

odhad absolitnej chyby funkénej hodnoty u = f(x) mozeme urobif pomocou
Lagrangeovej vety:

lu—a| = [f(z1, 22, .., 20) — f(F1,Ta, ..., Tn)| < Z Kie(Z;) = e(a). (1.17)
i=1
Pre odhad relativnej chyby funkénej hodnoty potom plati:

§5(@) = # = ﬁ ZKZ{(@-). (1.18)

ul

Za predpokladu, Ze oblast G je mald, sa v praxi namiesto odhadov K; pouzivaji
hodnoty |0f(x)/0x;| a namiesto hodnoty u sa pouziva .

Priklad: Odhadnite hodnotu funkcie u = xy?2? a jej absoltitnu a relativnu chybu
v bode x =12,34+0,25, y=9,324+0,15, 2 = 4,72+ 0,02.

Riesenie: Potrebujeme vypocitat e(), pricom x = (12,3;9,32;4,72) a

aj;(j) = (9,32)%.(4,72)° = 9133,9330, (1.19)
ag(;) = 2.(12,3).(9,32).(4,72)° = 24109, 8789, (1.20)
8J;(Zi) = 3.(12,3).(9,32).(4,72)? = 71407, 2303. (1.21)
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

Potom e(@) ~ 9133,9330.0, 25 + 24109, 8789.0, 15 4 71407,2303.0,02 = 7328,1097 a
teda plati

u= f(X) + (@) = 112347, 3756 & 7328, 1097. (1.22)

Pre odhad relativnej chyby funkénej hodnoty plati

e(w)  7328,1097
|f(X)] ~ 112347,3756

d(a) ~ ~ 0,0652, (1.23)

teda relativna chyba je 6, 52%.

1.3.3 Obratena tuloha tedrie chyb

Castou tilohou v praxi je urcit odhady absolitnych chyb €(&;) pribliznych hodnét z; tak,
aby absolutna chyba funkénej hodnoty neprekrocila predom stanoveni hodnotu €().
Existuje viacero sposobov ako tito poziadavku splnit podla toho, ¢o predpokladdme.

1. Predpokladajme, ze chceme aby vsetky parcidlne diferencidly mali priblizne rov-
naky vplyv na absolitnu chybu uvazovanej funkcie u = f(x), teda aby platilo

01() R 0®)
e €(71) = Oy ‘ (Tg) =...= e (). (1.24)
Potom
0
Z‘ 3%2 %) = g;z) eF), i=1,2...mn (1.25)
Odtial dostavame
e(z;) ~ &
0= 970 o (126

2. Predpokladajme, ze chceme aby odhady absolitnych chyb e(#;) mali priblizne
rovnaky vplyv na absolitnu chybu uvazovanej funkcie u = f(x), teda aby platilo

(7)) = e(@z) = ... = e(@n). (1.27)

Potom

Z‘ (’33:1

T;) = €(T) zn; ‘ 8£S:>
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1.3 Chyby pocitacového rieSenia

Odtial dostavame

@
)~ ST ) o] (1:29)

3. Chceme aby odhady relativnych chyb §(#;) mali priblizne rovnaky vplyv, teda
aby platilo

o) _eldy) _ el g (1.30)
[Z1] 2] |Za
Potom pre i = 1,2,...,n je €(Z;) = k|%;] a
= [Of(R)] "\ of(x
€( )%Z‘ (9;)6( ’):kz Z; 8:&7) (1.31)
i=1 ' i=1 ’
Odtial dostdvame
b~ (@) (1.32)

T Y [ E0f (%) /0]
a pre odhad €(Z;) plati
| Zie(@)

2im |[T:0f (%) /0|

Poznamenajme, Ze vo vietkych pripadoch sa jedné len o priblizné rieSenie vzhladom
na to, ze na presné splnenie poziadavky na neprekrocenie pozadovane]j tolerancie je
potrebné pouzit namiesto uvedenych parcidlnych derivicii odhady K;.

Priklad: Majme valec s polomerom podstavy R =~ 2m a vyskou H ~ 3m. Aké
mozu byt maximalne tolerancie e(R) a e(H), aby objem valca spinal toleranciu e(V) =
0, 1m3?

Riesenie: Pre objem valca plati V = 7R?H. Oznacme R =2m, H = 3m a priblizny
hodnotu 7 oznacéime p ~ 3, 14. Potom V = pR2H. Budeme predpokladaf ze st splnené
predpoklady pripadu (a) a plati n = 3, x; = p, x5 = R, 3 = H. Potom pre jednotlivé
tolerancie dostavame

(1.33)

y e(V) 0,1
€(p) =~ = 1 < 0,003, 1.34
V) 0,1 o
Ry=—2" = <8,85.107 1.35
B = S ov/or| ~ 3.23,142.3 (1.35)
. 1% 0,1
(i) = —V) < 2,6543.10°%. (1.36)

T 310V /0H|  3.3,14.22
(1.37)

17



Kapitola 2

Uvod do dynamickych systémov

2.1 Dynamické systémy

Dynamicky systém Pod dynamickym systémom si mozeme predstavif v podstate
akykolvek systém vyvijajici sa v ase, ktory robi to isté znova a znova a vidy vie, ¢o
bude robit d'alej. Tuto Siroki definiciu v d'alsom ztZime na matematické dynamické
systémy ako matematické modely fyzikalnej reality. Dynamicky systém mé dve ¢asti:
stavovy vektor, ktory presne popisuje stav nejakého systému, a funkciu (t. j. pravidlo),
ktord definuje v akom stave bude systém v budicom ¢asovom okamihu vzhladom k
sucasnému stavu.

Stavovy vektor Fyzikalne systémy mozu byt popisané ¢islami. Napriklad, stav lopty
vyhodenej kolmo hore moze byt popisany pomocou dvoch &fsiel: jeho vysky h a rychlosti
v. Dvojica cisiel (h,v) je vektor ktory iplne popisuje stav lopty a preto sa nazyva sta-
vovy vektor systému. Typicky, stavové vektory budeme zapisovat ako stfpcové vektory,
takze presnejsie stav tohto systému je (h,v)T. V niektorych pripadoch je mozné popisat
stav systému pomocou jediného cisla. Napriklad, uvazujme bankovy ucet otvoreny s
vkladom 100 EUR a s roénym tirokom vo vyske 6%. Stav tohto systému v ktoromkolvek
okamihu je mozné popisat jedinym ¢islom a to zostatkom na ucte. V tomto pripade,
stavovy vektor mé iba jednu zlozku. Na druhej strane, niektoré dynamické systémy
vyzaduju na popis obrovské mnozstvo cisiel. Napriklad, dynamicky systém ktory mo-
deluje globdlne pocasie moze mat miliény premennych, ktoré popisuju teplotu, tlak,
rychlost vetra, a tak dalej, v mnozstve bodov mapy celej zemegule. Napriek extrémnej
zlozitosti, na stav systému sa mozeme jednoducho pozeraf ako na zoznam éfsiel, teda
vektor, ktory budeme oznacovat napriklad x.
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2.1 Dynamické systémy

Stav v d'alsom okamihu - diskrétny ¢as Druha cast dynamického systému je
pravidlo, ktoré nam hovori, ako sa systém meni v ¢ase. Inymi slovami, ak mame dany
aktudlny stav systému, pravidlo ndm hovori, aky bude stav systému v d'alsom okamihu.
V pripade i¢tu popisaného vyssie, bude d’alsi okamih o rok neskor, kedze troky si
vyplacané len raz ro¢ne, a teda ¢as je diskrétny. Pre bankovy téet je lahké definovat
dynamické pravidlo, ktoré bude menit stav systému z jedného okamihu na stav systému
v d'alsom okamihu:

x(k + 1) = 1.06x(k), (2.1)

kde k predstavuje diskrétny cas a x(k) stav systému v ¢ase k. Pre uplny popis systému
viak potrebujeme poznat aj pociatoény stav x(0) a teda, v nasom pripade, tiplny popis
systému ma tvar

x(k+1) = 1.06x(k), (2.2)
x(0) = 100.

Oby¢ajne zaciname v case k = 0 a pociatoény stav zapisujeme xo = x(0). Potom stav
bankového étu v d'alsich rokoch mozeme vyjadrit v tvare

x(k) = (1.06)"xq. (2.4)

Je zrejme, Ze tato vSeobecnd rovnica (2.4) spiﬁa obidve predchédzajice rovnosti, teda
pociatoéni podmienku ak dosadime k = 0, t. j. x(0) = (1.06)°xg = xq, a taktiez pre
k + 1 dostdvame x(k + 1) = (1.06)**1xy = (1.06)(1.06)*x = (1.06)x(k).

Stav v d'alsom okamihu - spojity ¢as Na rozdiel od bankovych tétov, ktoré sa
menia len raz za rok alebo v inych diskrétnych cykloch, zmeny mnohych systémov je
lepsie popisat v spojitom ¢ase. Zoberme si uz spomenuty priklad hodu loptou nahor.
Jej okamzity stav je dany jeho stavovym vektorom x = (h,v)". Nem4d vsak zmysel
sa pytat aky bude jej stav v d'alsom okamihu, kedZe ¢as bezi spojite. Pre spojite sa
meniaci ¢as budeme pouzivat oznacenie ¢, namiesto k, a ¢ bude nezdporné redlne &islo
zvysujice sa od hodnoty ¢t = 0. Vzhladom k tomu, Ze nemoZeme napisat pravidlo
pre "dalsi” casovy okamih, budeme popisovat ako sa systém men{ v danom okamihu.
Ak nasa lopta ma vertikdlnu rychlost v, potom vieme, ze dh/dt = v, ¢o je definicia
rychlosti. Dalej, gravitdcia fahd loptu dole a preto mame dv/dt = —g, kde g je kladna
konstanta. Teda zmeny v systéme mozeme popisat zdvislostami

V'(t) = —g, (2.5)



2.2 Priklady dynamickych systémov

¢o mozeme prepisat do maticového tvaru
x' = f(x), (2.6)

kde x(t) = (Zgg), f(x) = Ax+b, A=(3})ab=(2).

Vyssie uvedeny tvar rovnice (2.6) plati pre vSetky dynamické systémy spojite sa
meniace s ¢asom. Maju stavovy vektor x(t) € R" a funkcia f : R — R” definuje ako
rychlo sa jednotlive zlozky menia, t. j. x'(¢) = f(x(¢)), alebo stru¢nejsie x’ = f(x).

Vratme sa k nasmu prikladu a predpokladajme, Ze lopta je za zaciatku vo vyske hg
a m4 vertikdlnu rychlost vy, teda xo = (9 ). D4 sa lahko overit, Ze rovnice

1
h(t) = ho + vot — 59752, (2.7)
v(t) =vg — gt (2.8)

popisujti pohyb lopty a teda splitaji diferencidlne rovnice (2.5).
Dynamické systémy budeme rozlisovat na autonémne a neautonémne. Autonémne
st také, pre ktoré platia pre diskrétny a spojity ¢as rovnice

x(k + 1) = £(x(k)), (2.9)
Cfl—’t‘ = £(x(t)) (2.10)

a neutonomne su také, pre ktoré platia rovnice

x(k +1) = £(x(k, x(k))), (2.11)
‘(lj—’; = f(x(t, x(t))). (2.12)

2.2 Priklady dynamickych systémov

2.2.1 Mechanicky oscilator

Prvy priklad dynamického systému v spojitom case je vodorovny pohyb telesa upev-
neného k stene pomocou idedlnej pruziny (mechanicky oscildtor) so zanedbanim trenia
(vid obr. 2.1). Stav tohto systému je uréeny dvoma hodnotami: vzdialenostou telesa
od neutralnej polohy z a jeho rychlostou pohybu do pravej strany v. Pre # = 0 bu-
deme predpokladat, Ze pruzina nie je ani natiahnutd, ani stlaéend a neposobi na teleso
ziadnou silou. Ked' teleso vychylime z tejto neutrdlnej polohy doprava (z > 0), pruzina
bude tahat teleso spét vlavo. Naopak, ked teleso vychylime vlavo (z < 0), pruzina
ho bude tahat doprava. Za predpokladu, Ze mame k dispozicii idedlnu pruzinu, sila F

20



2.2 Priklady dynamickych systémov

Obr. 2.1: Vodorouvny pohyb telesa upevneného k stene pomocou idedlnej pruZiny so zaned-
banim trenia.

posobiaca na teleso v polohe z je —kx, kde k je kladnd konstanta. Znamienko minus vy-
jadruje fakt, ze sila posobi proti smeru posunutia. Z Newtonovho zdkona plati F' = ma,

kde m je hmotnost telesa a a = dv/dt je zrychlenie. Po dosaden{ F' = —kx dostdvame
k

= ——u. 2.13

v T (2.13)

7Z definicie d'ajej plati
' =w. (2.14)

Ak pre jednoduchost polozime & = m = 1 a skombinujeme vyssie uvedené rovnice,
dostavame

y = Ay, (2.15)
kde A = (_7§) a stavovy vektor y = (7). Predpokladajme, Ze teleso zatina pohyb zo
stavu yo = (30) = (). Potom mozeme tvrdit, ze vztah

y(t) = () (2.16)

popisuje pohyb telesa v budicom ¢ase. Toto tvrdenie mozeme overif nasledovne. Po-

trebujeme overit (A) Ze yo = (1) a (B) Ze y splia rovnice (2.15). (A) overfme tak, ze

jednoducho dosadime ¢ = 0 do rovnice (2.16) a dostdvame

cos(0
y(0) = () = (6) = ¥o. (2.17)
Pre overenie (B), zderivujme
/ .
y(0) = (i) = (50) = (99) (o) = Ay, (218)
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2.2 Priklady dynamickych systémov

Obr. 2.2: Jednoduché kyvadlo.

Z rieSenia z(t) = cos(t) vidime, ze teleso sa bude pohybovat dopredu a naspit do ne-
koneéna, ¢o samozrejme nie je fyzikalne realistické a je dosledkom tplného zanedbania
trenia.

2.2.2 Jednoduché kyvadlo

Uvazujme ideédlne kyvadlo, ako je zndzornené na obr. 2.2. Nech jeho hmotnost je m
a nech je pripevnené k pevnému capu tuhou tycou diZky L. Stav tohto dynamického
systému moze byt popisany dvoma hodnotami: uhlom 6, ktory kyvadlo zviera s ver-
tikdlnou osou, a rychlosfou otd¢ania w (merané, povedzme, v radidnoch za sekundu). Z
definicie plat{ w = df/dt. Gravitdcia taha kyvadlo kolmo dole silou mg. T4dto sila moze
byt rozloZend na dve zlozky: jednu paralelnt k ty¢i a jednu kolmt. Zlozka pdsobiaca
paralelne s ty¢ou neméa vplyv na to, ako sa kyvadlo pohybuje a zlozka kolma na ty¢
m4 velkost mgsin(f).

V d’alsom potrebujeme dat do sivisu zrychlenie a so stavovou premennou 6. Ked'ze
vzdialenost s pozdlz oblika kyvadla je L6, a platf a = s”, dostdvame a = (LO)". Z
toho vyplyva, ze w' = a/L = (ma)/(mL) = —(mgsin(0))/(mL) = —(g/L)sin(d), co
mozeme zhinut do rovnic

0'(t) = w(t),
W (t) = —% sin(6(t)). (2.19)
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Poznamenajme, Ze znamienko minus odraza fakt, ze ked 6 > 0, tak posobiaca sila sa
snaz{ vratit kyvadlo naspét do vertikdlne]j polohy. Ak oznaéime stavovy vektor x = (),
potom rovnice (2.19) mozeme zapisat v tvare

x' = f(x), (2.20)

kde f : R? — R? je definovans ako

f(y)= (ﬁsym(x)) . (2.21)

Nanestastie, na rozdiel od pripadu mechanického oscildtora, v pripade kyvadla nie
je mozné vyjadrit presné rieSenie pre popis jeho pohybu, t. j. riesenie rovnic (2.19).
Napriek tomu, predstavu o jeho spravani moZeme ziskat pomocou linedrnej aproximaécie
a numerickych metéd.

Linearna aproximacia

Problémom pre ziskanie presného riesenia je nelinedrny tvar funkcie (2.21). Avsak v
pripade, ze uhlovy vykyv kyvadla je velmi maly, tak sin(f) =~ 6, ked'ze plati

lim sin(#)

lim == = 1. (2.22)

Potom ak v rovniciach (2.19) nahradime sin(#) premennou 6, mozeme ich prepisat v
tvare

(8 = (-§0) (). (223)

Ak polozime L = g (teda predpokladdame ze dizka kyvadla je 9.8 m), potom rov-
nice (2.23) si identické s rovnicami (2.18) a teda rieSenim bude sinusoidélna zmena
uhla striedavo do jednej a do druhej strany.

Numerické rieSenie

Niektoré systémy diferencidlnych rovnic (napr. rovnice (2.18)) mozu byt vyriesené
presne analytickymi metédami, zatial ¢o iné (napr. rovnice (2.20))nemozu byt vy-
rieSené. V takom pripade s uzitotné numerické metody. Jednotlivymi metodami riese-
nia systémov diferencidlnych rovnic sa budeme blizsie zaoberat v nasledujicich kapi-
tolach. Viaceré sofistikované metdédy si implementované v niektorych programovacich
prostrediach, ako napr. Matlab, Octave, Maple, Mathematika alebo Mathcad. Pre
ilustraciu si uvedieme priklady numerickych rieseni v prostredi Octave pre niektoré
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2.2 Priklady dynamickych systémov

t
(a) 90:1/107T,UJO:O (b) 90:9/107T,UJO:0

25
207
15}

10t B(t)

S~ - MRS [ .

0 10 20 30

(C) 90 ZO,WQ =2

Obr. 2.3: Casovyj vijvoj pohybu kyvadla pre pociatoéné hodnoty (0g,wo): (a) (1/10m;0), (b)
(9/107;0), a (¢) (0;2). Piné éiary reprezentuji hodnoty 6 a bodkované hodnoty w.

pociatocné podmienky, ktoré vedu ku kvalitativne rozdielnemu spravaniu systému. Pre
jednoduchost polozme g = L = 9,8, takze n4s systém (2.20) m4a tvar

(&) = (~sin@)) - (2.24)

1. Zacnime pociatotnou podmienkou x3 = <fj((%))> = (0(’)1). Zmamena to, ze ky-
vadlo vychylime o malicky uhol od vertikalnej polohy. Vysledok je zndzorneny na
obr. 2.3(a). Vsimnime si, ze vysledné krivky vyzeraji tiplne rovnako ako sinusové
a kosinusové vinovky, ziskané linearnou aproximaciou diskutovanou vyssie.
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2.2 Priklady dynamickych systémov

2. Dalej vyskisajme vychylif kyvadlo o velky uhol. V pripade 6 ~ 3 je kyvadlo na
pociatku v polohe takmer vertikdlne nahor a riesenie je zndzornené na obr. 2.3(b).
Krivky st sice periodické, avsak nie sinusovky ako v pripade (1).

3. Nakoniec, zaénime pohyb z polohy kedy kyvadlo visi rovno dole (§ = 0), ale
dostane silny pociatoény impulz (w = 2). Vysledkom je situdcia zobrazend na
obr. 2.3(c). Prekvapujico, kyvadlo nevykonava periodicky pohyb, ale uhol vychy-
lenia sa neustale zvacsuje. Znamena to, ze kyvadlo sa neustdle otaca v rovnakom
smere (vSimnite si, Ze uhol je vzdy kladny) a tak sa kyvadlo otéca stale dookola.
Je zaujimavé si v8imniit, Ze kyvadlo strdvi vicsinu svojho ¢asu v blizkosti zvislej
polohy, kedy sa pohybuje najpomalsie.

2.2.3 Mnozenie populacie baktérii

Majme néadobu naplneni vyzivnou zmesou v ktorej sa nachadzaju baktérie. Postupom
¢asu sa baktérie mnozia (delenfm) a odumierajii. Nech b je rychlost s akou sa baktérie
reprodukuji a p je rychlost ktorou odumieraji. Potom populdcia rastie rychlostou
b — p. To znamend, Ze ak v nddobe mame x baktérii, tak ich pocet sa meni podla
vztahu (b — p)z, a teda zmenu poctu bakréri{ mézeme vyjadrit vztahom dx/dt = ru,
kde r = b — p. Ak zatneme v case t = 0 s xy baktériami, tak riesenie tejto jednoduche;j
diferencidlnej rovnice mozeme vyjadrit v tvare

x(t) = zoe”. (2.25)

V kratkodobom horizonte to dava zmysel. Vzorec hovori, Ze na zaciatku je zy baktérii
a potom ich pocet rastie exponencidlne. Avsak, s plynutim c¢asu sa pocet baktérii
zvacsi tak, ze prekroci aj pocet atomov vo vesmire, ¢o znamend, ze jednoduchy model
dzx/dt = rz nie je realisticky z dlhocasového hladiska. Redlnejsi model je taky, v ktorom
budeme uvazovat, Ze baktérie so zvysujticou sa reprodukciou si budi navzajom uberat
Zivotny priestor, budid produkovat toxické splodiny, atd ., a teda m4 zmysel uvazovat, ze
ich imrtnost nebude konstantnd, ale sa bude zvysovat s pocetnostou populdcie. Opét
predpokladajme konstantni rychlost rozmnozovania b, takze ak mame x baktérii, tak
rychlost ich rozmnozovania je bx. Teraz miesto konstantnej umrtnosti predpokladajme,
7e je umerna populdcii, teda px. V takom pripade, ak mame x baktérii, tak rychlost
ich odumierania je pz?. Kombindciou tychto faktorov dostdvame dynamicky systém

d
d—f = bx — pa°. (2.26)

Toto je diferencidlna rovnica, ktori vieme riesit analyticky a jej rieSenie je v tvare
zobel

t) = .
() (b — pxo) + proe

(2.27)
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2.2 Priklady dynamickych systémov

N4jst analytické riesenie diferencidlnych rovnic je vsak ¢asto tazké, alebo aj nemozné,
a preto v dalSom skisme sa pozriet, ¢o z rovnice (2.26) dokdzeme ucit priamo, bez
toho aby sme poznali jej analytické riesenie. Polozme si otazku, ¢i existuje pre tento
model samoudrzatelna populdcia. Inymi slovami, hladajme také &fslo 7, pre ktoré plati
bZ — px? = 0. Splnenie tejto podmienky znamend, Ze miery rozmnozovania a imrtnosti
su presne v rovnovéhe a (pretoze pre Z je dx/dt = 0) populdcia ani nenarastd ani
neklesd, teda je samoudrzatelnd. Ak polozime pravi stranu rovnice (2.26) rovni nule,
dostaneme

d b
d—f:bx—px220:>x:0alebox:; (2.28)

Dostdvame teda dve rieSenia pre samoudrzatelni populdciu, T =0 a 7 = %, ktoré
odpovedaji dvom korefiom kvadratickej rovnice bz — pz? = 0. To je rovnica paraboly
a jej graf je zndzorneny na obr. (2.4). Uvazujme najprv rieSenie ¥ = 0. Samozrejme,
7e takdto populdcia je samoudrzatelns, ked'Ze nie st ziadne baktérie a teda nemozu sa
ani rozmnozovat ani odumierat. Avsak, aj sebemensia kontaminécia (z > 0, ale mensie
ako g) sposobf ze % = bz — pz? > 0 (pozrime si graf na obr. 2.4). To znamens, Ze
sa pocet baktérii zacne zvySovat, akondhle bola nddoba kontaminovans. Rovnovazna
hodnota & = 0 je nestabilnd, aj malické perturbécie tiito rovnovahu znicial.

Na druhej strane, uvazujme riesenie za & = %. Na tejto populacnej irovni sa baktérie
mnozia rychlostou bz = b(b/p) = b?/p a odumierajui rychlostou pi? = p(b/p)? = b*/p,
a teda miera mnozenia a imrtnosti si presne v rovnovahe. Ale uvazujme o sa stane v
pripade, ze populécia x je mierne nad alebo tesne pod turoviiou = = g. Ak z je mierne
nad IQJ, vidime, ze dx/dt je zaporné (pozrite si graf na obr. 2.4), a preto pocet baktérii
klesne spit na droven %. Naopak, ak je x je mierne niZsia nez g, mozeme vidiet, ze
dx/dt je kladné a teda populdcia bude inklinovat k zvyseniu sp#t na iroven g. Vidime,
ze :% je rovnovazna hodnota a aj malé odchylky od :% sa samovolne vratia spit na
uroven %2.

Vrétme sa eSte k analytickému rieseniu (2.27). Mozeme pozorovat ze ak wg je
Tubovolné kladné ¢islo, tak z(t) — g pre t — oo. To len potvrdzuje nase ivahy uvedené

vysSie, t. j. ze systém konverguje k stabilnému pevnému bodu ]%.

2.2.4 Dravec a korist

V predchadzajuicej ¢asti sme uvazovali jednoduchy model biologického systému zahina-
juci iba jeden druh. Teraz budeme uvazovat zlozitejsi model, do ktorého vstupuji

IPriklad toho, &o nazyvame nestabilny pevny bod.
2Priklad toho, ¢o nazyvame stabilny pevny bod.
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2.2 Priklady dynamickych systémov

dx/dt

Obr. 2.4: Grafické zndzornenie casovej zmeny stavu mikrébov dx/dt ako funkcie ich stavu
x. Stav & = 0 predstavuje nestabilng a & = b/p stabilny rovnovdziny stav.

dva druhy. Prvy (korist) moze byt reprezentovany napriklad nejakym bylinozravcom
(povedzme zajace), ktorého populdcia v ¢ase t je r(t). Druhy (predétor) sa zivi koristou
(povedzme, Ze st to vici) a ich populdcia v ¢ase t je w(t).

Ak je populécia zajacov izolovand, tak sa budu reprodukovat rychlostou dr/dt = ar,
kde a je nejaka kladna konstanta. Na druhej strane, izolovana populacia vlkov bude
bez zajacov (svojej potravy) hladovat a ich populdcia bude klesat rychlostou: dw/dt =
—bw, pre nejaké b > 0.

Avsak, ak dame do toho istého prostredia vlkov aj zajacov, tak vlci zaént poZierat
zajacov s ocakavanymi icinkami na kazdi populaciu: vlkov bude viac a zajacov menej.
Predpokladajme, Ze mame w vlkov a r zajacov. Ak je pravdepodobnost, Ze vlk zoZerie
zajaca? Cim je viac vlkov alebo zajacov, tym je vicsia pravdepodobnost ich stretu. Z
tohto dovodu mozeme predpokladat, Ze tthyn zajacov ako aj nérast populdcie vlkov

bude imerny rw. Tieto zmeny v populdcidch mézeme vyjadrif nasledovne?:
dr
— =ar — grw
dt g 7
dw

kde a,b, g, h st kladné konstanty. Tieto rovnice mézeme prepisat do tvaru x’ = f(x),
kde x = (1), a £ (5) = (g )-

Priblizné rieSenie sistavy tychto diferencidlnych rovnic mozeme néjst numericky,
povedzme v prostredi Octave pouzitim prikazu lsode. Napriklad, nech a = 0,2;b =

3Klasicky model ekologického systému autorov Lotka a Volterra.
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2.2 Priklady dynamickych systémov
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Obr. 2.5: (a) Casovd zmena populdcii vika (plnd krivka) a zajaca (bodko-ciarkovand krivka).
(b) Fdzovy diagram modelu korist-dravec, kde x-ovd os predstavuje populdciu dravca (vikov)
a y-ovd os stav poluldcie koristi (zajacov).

0,1;9 = 0,002; h = 0,001;79 = 50, a wy = 10. Pri pohlade na vysledky na obr. 2.5(a)
mozeme vidiet, Ze populdcie zajaca a vlka v ¢ase kolisu. Ich spravanie je periodické -
priblizne kazdych 9 casovych jednotiek sa vzor opakuje. Ak je méalo vlkov, tak stupa
populéacia zajacov. Tym vsak zaroven rastie potrava pre vlkov, ktorych populécia zacne
rast. Ale ako populdcia vlkov stipa, vlci vo velkom pozieraji zajacov a ich populécia
zatne vyrazne klesat. To sposobi, Ze potrava pre vlkov zacéne byt nedostupnd a tak
pre zmenu za¢ne klesat populécia vlkov. Nakoniec, ked' je pocet vlkov dostatoéne maly
zacne sa zotavovat populdcia zajacov a cyklus zaéina odznova.

Cyklickti povahu tohto procesu mozeme najlepsie pozorovat vykreslenim spravania
sa populacii zajaca a vlka do jedného grafu, kde na osi x vynasame pocet zajacov a
na os y pocet vlikov (vid obr. 2.5(b)). Kazdy bod na krivke predstavuje stav systému.
Krivka sa nazyva fazovy diagram a v plnom rozsahu predstavuje cely pribeh o tom, ako
systém postupuje. Stav systému je reprezentovany bodom, ktory putuje proti smeru
hodinovych ruciciek pozdfz krivky.
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Kapitola 3

Riesenie sustav obycajnych
diferencialnych rovnic

3.1 Uvod

Diferenciédlne rovnice, kde st podmienky uvedené iba na jednom konci oblasti nezavislej
premennej nazyvame pociatoéné lohy (PU) alebo tiez Cauchyho dlohy. PU s zvycajne
spojené s casovym vyvojom dynamického systému z daného pociato¢ného stavu. V tejto
kapitole popiseme niektoré numerické techniky pouzivané pri rieseni PU. Jednotlivé
techniky zahfnaju jednokrokové a viackrokové metody, ako aj explicitné a implicitné
schémy.

3.2 Pociatocné tlohy pre obycajné diferencialne rov-
nice

Problém PU pre obycajné diferencidlne rovnice pozostava z obycajnej diferencialnej
rovnice premennej z(t),t € [a, b]!

dx
=T — f(t 1
" — f(t,) (31)
spolu s pociatocnou podmienkou
z(a) = a, (3.2)

kde f(t,z) a a si dané. Pociatoénd podmienka slizi na jednozna¢né urcenie riesenia
(ak existuje), ktoré je ind¢ urcené az na integracni konstantu.

I'Nezévislou premennou je oby¢ajne ¢as a preto ju budeme oznacovat t.

29



3.2 Pociatocné dlohy pre obycajné diferencialne rovnice

Podobny problém moézeme riesit aj pre pripad sistavy rovnic, kde x(t) = (z1, xo, ...

x,) af(t,x) = (fi(t,x), fa(t,x), .. fu(t, X))

dx

— = £(t,x) (3.3)

s pociatocnou podmienkou
x(a) = (a1, g, ..., ). (3.4)

Tvar zapisu diferencialnych rovnic (3.1), resp. (3.3) nazyvame dynamicky tvar.
PU vyssieho radu mozu byt pretransformované do systému PU prvého radu.
Napriklad, problém stanovenia funkcie x(t) spliajice;

d*z 9
s pociatocnymi podmienkami
dx
0) = -l =0 3.6
#(0) =20, S| (36)

moze byt pretransformovany do nasledovného systému dvoch PU prvého radu

dx
d—tl = 29, (3.7)
dx
d_tQ = —wir, (3.8)
s pociatocnymi podmienkami
.T1<O) = Xy, $2<0) =0. (39)

Lipschitzova podmienka Nech f(¢,x) je redlna vektorova funkcia n + 1 redlnych
premennych ¢, xy, o, ..., x,, ktord je definovana a spojitd na mnozine M= [a,b] x R"
a PU dana v tvare

x'(t) = f(t,x(t)), t € [a,b] (3.10)
x(a) = Xo. (3.11)

mé na [a, b] prave jedno riesenie. Potom funkcia f(¢, x) splita na mnozine M Lipschitzovu
podmienku, ak existuje taka konstanta L > 0, ze plati

1£(t,x) = £, y)ll < Lx -yl (3.12)
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3.2 Pociatocné dlohy pre obycajné diferencialne rovnice

pre Vt € [a,b] a Vx,y, kde ||.| je norma v priestore R™ (pre n = 1 je to absolitna
hodnota).

Lipschitzova podmienka spolu so spojitostou funkcie f(¢,x) zaru¢uji na mnozine
M ezistenciu a jednoznacnost rieSenia PU na celom [a,b]. K tomu postacuje aby na M
existovali spojité a ohranicené parcidlne derivécie 3;2 i, =1,2,...,n.

Priklad: Majme PU

1

= m, .CC(CL) = Xyp. (313)

Ukdzme, Ze tdto PU ma na Iubovolnom intervale [a, b] prave jedno riesenie.

Riesenie: Mame teda f(t,z) = -5, © € R. Je zrejmé, ze f je spojita. Vyuzijic
vetu o strednej hodnote dostavame
af(t, €
fit.) — fiey) = 2208 0y (3.14)
x
kde ¢ € (z,y) a 8f =0 fxz)z Na splnenie Lipschitzovej podmienky staci aby existo-

valo také L ze |0 f / Oz| < L pre Vt,x € R. VySetrenim prlebehu funkcie |0f /0| zistime

ze ma maximum v bode zy = 3\/_ 3/8. Funkcia f (t T) = 3 HQ teda spliia Lipschitzovu

podmienku s konstantou L = 3v3 3/8 a teda PU m4 jediné riesenie na Iubovolnom
intervale [a, b].
3.2.1 Podmienenost

Pod podmienenostou PU budeme rozumiet vplyv nepresnosti a réznych perturbacii vo
vstupnych datach, ako napr. chyby merania poc¢iato¢nej hodnoty g alebo aproximaciu
funkcie f, na vystupné data. Uvazujme jednoduchy pripad ked PU je dana linedrnou
diferencidlnou rovnicou

' =p(t)r + q(t), (3.15)

kde p, ¢ st funkcie spojité na [a, b]. Riesenie takejto rovnice vieme vyjadrit explicitne

v tvare
x(t) = xgexp (/atp(r)dr> + /at q(r) exp (/Ttp(s)ds> dr. (3.16)

Predpokladajme, ze pociatocnd hodnota je urcend s chybou Azg a prava strana rovnice
f(t,z) = p(t)z+q(t) s chybou 6(t). Dostavame tak porusend tlohu a jej riesenie v tvare

Z(t) = (o + Axg) exp (/atp(r)dr> + /at[q(r) + d(r)] exp (/Ttp(s)ds>dr. (3.17)
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3.3 Numerické metdody riesenia

\Y Pripade, ze % = p(t) < 0 je vplyv portich slaby a také PU sa nazyvaju stabz’lne:.
PU je dobre podmienend ak pre absolitnu odchylku rieSenia presnej a porusenej PU

plati:
¢
lz(t) — 2(t)| < M|Axo| + N/ |0(r)|dr, (3.18)

kde M <1,N <1.

V pripade ze % = p(t) > 0, chybu mozeme odhadnit rovnakym sposobom,
avSak hodnoty M, N budui vo vSeobecnosti vécsie ako 1.

Ked PU je dana nelinedrnou diferencidlnou rovnicou, jej stabilita je taktiez urcena
znamienkom %, avSak v tomto pripade uz nie je len funkciou t ale aj x. Situdcia
je komplikovanejsia v pripade ststavy rovnic, ktord moZze mat stabilné aj nestabilné
zlozky. Stabilita vsak nemusi byt podstatnd pre velkost relativnej chyby, ako si to
ukazeme v nasledujicom priklade.

Priklad: D4 sa lahko overif ze z(t) = exp(At) je riesenim PU 2/ = Az, (0) = 1
pre t € R. Preskiimajte vplyv poruchy v pociatoénej podmienke na stabilitu a presnost
riesenia.

Riesenie: Riesenim portisenej tlohy ' = Az, Z(0) = 1+ € je Z(t) = (1 + €) exp(At).
Pre absolitnu chybu plati z(t) — x(t) = eexp(At), ¢o znamend Ze absolitna chyba sa
zosiliiuje pre A > 0 a zoslabuje pre A < 0. Avsak, relativna chyba (Z(t) — z(t))/z(t) =
eexp(At)/ exp(At) = € je konstatna aj pre nestabilny pripad.

3.3 Numerické metédy rieSenia

Numerické metody riesenia PU st uzitoené v pripadoch, kedy analytické riesenie bud
vobec nie je mozné ziskat alebo je prilis komplikované a nepraktické. V dalsom sa
obmedzime na pripad rieSenia jednej diferencidlnej rovnice, avsak sposob riesenia je
mozné mechanicky zovseobecnit na systém viacerych rovnic.

Vseobecny postup riesenia PU moZeme stru¢ne naznacit v nasledovnych bodoch:

e diskretizdcia premennich - generuje sa mnozina bodov ty = a, t1, to, ... (uzly
siete) a rieSenia v nich x(tg), z(t1), x(t2), . . . sa aproximuji hodnotami xg, z1, zs, . . .,

e vytvorenie siete - volba kroku h,, = t,,, —t, > 0, pricom ak h,, = h dostdvame
sief s konstantnym a v opa¢nom pripade premennym krokom,

e rekurentniy vztah - aproximdcia x, v t, sa poéita z hodndt vypocéitanych v
predchédzajicich krokoch (uzloch siete) pomocou rekurentného vztahu,
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Presné
rieSenie
x(t)

x(t)

Eulerova
lomena
krivka
x(t,)

"1
x(to)—xO

Obr. 3.1: Grafické zndzornenie Fulerovej metody.

e k-krokovd metdda - ak z, 4 je vyjadrené pomocou z,, T,,_1, . .., Tp_k+1, potom
hovorime o k-krokovej metdde,

e diferencné metdody - metddy zalozené na vyssie opisanom postupe sa nazyvaju

diferen¢né metdédy.

3.3.1 Eulerova metéda
Uvazujme PU
2'(t) = f(t, ), a<t<b, z(a) = a. (3.19)

Ddefinujme siefove uzly t,,,n = 0,1,2,...N rozmiestnené na [a,b] s premennym kro-
kom h, = t,y1 —t, > 0. Hodnota z,,; sa pocita extrapolaciou z hodnoty =z, v
predchadzajicom uzle a na intervale [t,,t,.1] sa rieSenie aproximuje priamkou, ktord
prechddza bodom (¢, z,) a mé smernicu x;, = f(t,, z, ). Potom rovnica takejto priamky
je

r=2x,+ (t —t,)f(tn, ) (3.20)
a pre t = t,,, dostdvame rekurentny vztah

Tpy1l = Ty + hnf(tnu xn); n = 07 17 cee (321)
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3.3 Numerické metdody riesenia

Je to jednokrokova metdda a jej geometricky zmysel je nésledujici. Riesenie x(t) je na
[tn, tne1] aproximované iseckou so smernicou v zac¢iatotnom bode intervalu a postupuje
v tomto smere o cely krok h, bez ohladu na zmeny smerového pola na tomto tiseku,
¢o znamend narast chyby v kazdom kroku. Takto postupujeme cez cely interval a
dostavane tzv. Eulerovu loment ¢iaru.

Na Eulerovu metédu sa tiez mozeme pozerat ako na aproximédciu hodnoty z(t,41) =
x(t, + hy,) pomocou Taylorovho polynému 1. stupna v bode t,:

2(tny1) = x(ty) + hpt!(tn) = x(tn) + hof (tn, (t2)). (3.22)

Nakoniec, rekurentny vztah moZzeme tiez dostat z aproximacénej rovnice, ktorou na-
hradime povodni diferencidlnu rovnicu (3.19) diferen¢nou s doprednou diferenciou

% ~ f(tw, ), n=0,1,.... (3.23)

Algoritmus Eulerovej metédy s konstantnym krokom h = h,,
Vstup: a,b, f(t,x),a, N
Polozime h = (b—a)/N; t = a, xg = .
Pren=10,1,2,..., N — 1 vypocitame
t, =a+nh
Tpi1 = Ty + hf(tn, x)
Vystup: to =a,ty,...,tx =0, xg,21,...,2N.

3.3.2 Chyby numerického riesenia

Z predchadzajiceho vykladu by sa dalo intuitivne ocakavat, Ze chyba Eulerovej metddy
by sa mala so zmensujticim sa krokom h,, tiezZ zmengovat. Ak zanedbame zaokruhlovaciu
chybu, tak je tomu naozaj tak. Zaroven tym vSak vzrastie pocet uzlov siete, v ktorych
potrebujeme pocitat hodnoty f(x,,t,). Zvysi sa tym pracnost vypoctu a preto by sme
cheeli pouzit také metddy, pri ktorych by celkovd chyba klesala so zmensujticim sa
krokom A = max h,, ¢o najrychlejsie, napr. ako mocnina h? s dostatoéne velkym p.

Lokalna diskretizacna chyba

Lokdlna diskretizacnd chyba d,, na intervale [t,,, t,,. 1] je nepresnost, ktorej sa dopustime
pri vypocte z,1 na jednom kroku, t. j. lokdlne, za predpokladu, ze vSetky hodnoty
x;, potrebné k vypoctu z,,1 si presné a ze sa neprejavuju zaokruhlovacie chyby. Indc
povedané, je to nepresnost s ktorou hodnoty teoretického riesenia spliaji rekurentny
vztah

T(tns1) = x(tn) + hnf(tn, x(tn)) + dy. (3.24)
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3.3 Numerické metdody riesenia

Ak predpokladdme, ze v t, plati z(t,) = x,, potom pre lokdlnu diskretiza¢ni chybu
dostavame

dn = x(tn+1) — Tpt1- (325)

Globalna diskretizacna chyba

Globélna diskretizacnd chyba e, je meritkom toho ako presne aproximuje postupnost
hodnot x,, presné riesenie a teda

en = x(tn) — Tp. (3.26)

Konvergencia metédy

Pri takomto type aproximaécie je ziadtce, aby priblizné rieSenie x,, v nejakom vhodnom
zmysle pri zmengovani kroku h, respektive h = max h,, pri premennom kroku, konver-
govalo k teoretickému rieseniu x. To by aspon teoreticky zarucilo, Ze rieSenie danej PU
je mozné obdrzat s Iubovolnou presnostou, ak vynalozime dostatoéné tsilie, t. j. ak
zvolime dostatocne malé h. Znamend to, ze vyzadujeme aby platilo

Ty, — z(t) pre h -0 (3.27)
pri konstantnom kroku a
x(t,h) — z(t) pre h — 0 (3.28)

pri premennom kroku, kde z(¢, h) je priblizné rieSenie ziskane pri kroku h. Ak st splnené
vyssie uvedené podmienky pre vsetky PU s funkciami f, kroré sme popisali na zaciatku,
potom sa jedna o konvergentni metodu.

Rad metédy

Pri konvergentnej metéde oc¢akdvame, ze pri kazdom pevnom n pre h — 0 budd aj
lokalne diskretiza¢né chyby d,, konvergovat k nule. Rychlost tejto konvergencie uddva
rad metédy. Rad diferenénej metddy je najvicsie prirodzené cislo p také, ze pre danu
met6du aplikovanid na Tubovolnd PU s dostatoéne hladkym riesenim plati pri kazdom
pevnom n a h, — 0 odhad

d, = O(hPTY). (3.29)
Inymi slovami, ze existuje ¢islo ¢, nezavislé od h,, také, ze pre malé h,, plati

\d,| < chP™ (3.30)
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a teda pre h,, — 0 st lokdlne chyby d,, radovo velkosti h2+1.

Pri jednokrokovych metdédach sa dé ukdzat, Ze ak je metéda aspon 1. rddu, tak
je konvergentna a pre globalnu chybu s dostatoéne hladkou pravou stranou f sa da
dokéazat, ze pre h — 0 plati

e(t,h) = O(h)?. (3.31)

Z tohto dovodu hovorime, ze metdda je p-tého radu. Vo viackrokovych metédach vysoky
rad vSeobecne nezarucuje ani mali globalnu chybu ani konvergenciu metody, avsak u
vela met6d (vratane tych, ktoré si uvedieme v d'alsom) plati to, ¢o v jednokrokovych
metodach.

Priklad: Rad Eulerovej metddy.

Z vyssie uvedeného plati (bertic do tvahy tiez vztah x'(t,) = f(t,, z(t,))) Ze dis-
kretizaéna chyba sa dd vyjadrit ako

dp = 2(tny1) — x(tn) — hp'(t,). (3.32)

Ak rozvinieme x(t,1) pomocou Taylorovho polynému v ¢, za predpokladu existencie
druhej derivécie x na intervale [t,, t, 1], dostavane

2(tns1) = (tn + hn) = 2(tn) + hna(ta) + %him”(f), €€ tmton].  (3.33)

Z toho vyplyva, ze
1
dp = §h§x”(§), € € [tn, tns]- (3.34)

Ak je 2" na [a, b] ohrani¢end, potom d,, = O(h?) a teda Eulerova metéda je 1. radu.
Poznamka: Vyssie uvedené uvahy platia pre PU s dostatocne hladkym rieSenim
2" musi existovat a byt ohranicend na [a,b]). V opa¢nom pripade bude konvergencia
Yy p prip g
pomalsia a rdd metody nizsi.
Zaokruhlovacie chyby

Uvazujme Eulerovu metédu s konstantnym krokom. Nech € je maximalna zaokruhlovacia
chyba na jednom kroku. Pre skuto¢né hodnoty z; priblizného rieSenia z,, plati

zh o =ap+hf(te,z,) +€ n=01,.... (3.35)
Potom celkové zaokruhlovacia chyba v nejakom t; bude

ke = €(ty — a)/h. (3.36)
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Z predchadzajuceho vyplyva, ze globalna diskretizacna chyba Eulerovej metédy je
|z(t) — x(t,h)] = Kh. Ak skutotne vypocitand hodnota je x*(¢,h), tak odhad zao-
kruhlovacej chyby moézeme vyjadrif ako

|x(t,h) — x*(t,h)| = €(t —a)/h (3.37)
a celkovi chybu vypoctu ako
|z(t) — " (t,h)| =~ Kh+€(t —a)/h = g(h). (3.38)

Vysetrovanim priebehu funkcie g(h) lahko zistime, ze funkcia nadobtida minimum v
h = hy = \Je(t —a)/K a teda celkovd chyba je minimdlna (optimalna) pre hg,; ~
ho. To znamen4, 7e pri dalsom zmensovani kroku bude celkova chyba narastat kvoli
narastaniu zaokruhlovacej chyby. Pri metédach vyssieho (p-tého) rddu postupujeme
podobne s tym, ze ¢len Kh nahradime KhP, p > 0. Aby sme vS8ak dosiahli vysoku
celkovii presnost, musime dbat na to, aby aj druhy ¢len bol dostatotne maly a teda
musime vypocty robit s presnostou na dostatoéne vela desatinnych miest.

Odhad chyby metédou poloviéného kroku - Richardsonova extrapolacia

V pripade ak PU riesime diferenénou metédou p-tého radu s konstantnym krokom h a
uloha ma dostatocne hladké riesenie, tak potom je mozné globalnu chybu asymptoticky
pre h — 0 vyjadrit v tvare

e(t,h) = ap(t)h? + ar (t)RPTH + .. (3.39)

kde koeficienty a;(t) nezdvisia na h. Tiito vlastnost moézeme vyuzit na odhad globdlne;
diskretizacnej chyby v bode t. Vyuzijic toho, ze e(t,h) = ao(t)h? + O(h"™), r > p,
mozeme postupovat podobne ako pri Richadsonovej extrapoldcii popisanej v nume-
rickych metodach pre spresnenie vypoctu urcitého integralu lichobeznikovou metodou.
Konkrétne, hodnotu globédlnej diskretizacnej chyby e(t, h/2) je mozné vyjadrit pomo-
cou dvoch hodnét priblizného riesenia (¢, h) a x(t, h/2) ako

x(t,h/2) — x(t, h)

e(t,h)2) = o

+O(Rh"), r > p, (3.40)

¢o znamena, ze pre dostatoéne malé h

e(t,h)2) ~ T h/2 ?_‘f“’m. (3.41)

Teda pre odhad chyby potrebujeme len dva odhady riesenia pre rozne kroky a rad
metody.
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3.4 Jednokrokové metody

V predchadzajicom odseku sme popisali jednoducht Eulerovu metédu, ktora je jed-
nokrokovd, 1. rddu a linedrna vzhladom na f(t,, h,). Je zrejme, Ze lepSiu aproximdciu
dostaneme, ak sa vzddme linearity na f(t,, h,). Potom rekurentny vztah pre takiito
vieobecnt jednokrokovii metédu bude mat tvar

Tn+1 :In+hn¢<tnaxnuhn7f)7 n:0717"‘7 (342>

kde ®(t,, xy, hy, f) je vo vSeobecnosti nejakd prirastkova funkcia.

3.4.1 Metoda Taylorovho typu

Ako jednu z interpretacii Eulerovej metédy sme si uviedli aproximéaciu Taylorovym
polynémom 1. stupna. Ak vezmeme aj vyssie stupne, tak pre dostatocne hladku funkciu
x plati

h
T(thrr) = x(ty + hy) = z(t,) + o' (t,) + 22" (t,) + . ..

2!
hP hptl
In . (P) (¢ _'n (1) bt 4
+p|x (n)+<p+1)|x (g)a §€[n7 n-‘rl]a (3 3)

kde @'(t) = f(t, 2(1), 2" (t) = fi + for' = fo+ fuf ..., aU0(t) = fO(t,2(1)).
Po dosaden{ do vztahu (3.43) dostavdme

hP
1) = (1) + (b 2(6) + .+ 2 F Dl 2(0)) + B i), (344
kde R, (t,) = 2PV (&,)/(p+1)!. Zanedbanim zvysku R dostdvame rekurentny vztah
pre priblizné hodnoty. Nevyhodou je vSak pracnost poécitania derivacii vyssich radov
f7 aich hodnot.

3.4.2 Metédy typu Runge-Kutta (RK)

Na rozdiel od metédy Taylorovho typu, metody typu Runge-Kutta nevyzaduju expli-
citné pocitanie derivacii f” a ich hodnot, ale aproximujui ich kombindciou hodnot f v
niekolkych strategickych bodoch na intervale [t,,, t,1]. VSeobecne st dané rekurentnym
vztahom

Tnil :xn+hn2aiki, n=0,1,..., (3.45)

=1
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Obr. 3.2: Geometrickd interpretdcia Heunovej metody.

kde k1 = f(tn,xn) a ki = f(tn + Nihn, T + pihnki—1) pre i > 1. Hodnoty k; je treba
pocitat v kazdom kroku a teda narocnost vypocétu je r vyéisleni funkénych hodnot f
v kazdom kroku.

Metéda Runge-Kutta 2. radu (RK2)

Uvazujme dve moznosti volby parametrov:

e Modifikovand Eulerova metéda: Pre r = 2,01 = 0,0 = 1,y = pp = 1/2
dostdvame rekurentny vztah:
Tpi1 = Tp + hpko, kde
ky = ftn+ 12, 00+ 2k1) a by = f(tn, zn).

e Heunova metdda: Pre r = 2,0y = ay = 1/2, Ay = s = 1 dostavame reku-
rentny vztah:
Tp+1 = Tp + hn%a kde

k?g = f(tn—i—lyxn + hnkl) a k‘l = f(tn,fEn)

Geometricky vyznam Heunovej metédy mozeme vidiet na obr. 3.2. Priamka A,B
mé smernicu k; = f(t,,r,) a teda B = [tyi1, %, + hyky]. Priamka BB’ je dotycnica
k rieseniu rovnice z’ = f(t, ), ktord prechddza bodom B, a priamka A,C|/BB’ m&
smernicu kg = f(t,41, Tn + hpki). Potom C = [t,11, %, + hyko] a vysledny bod A, je
stredom tsecky BC. Hodnotu f poc¢itame dva-krat a to v bodoch A, a B.
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Metéda Runge-Kutta 4. radu (RK4)
Rekurentny vztah metédy RK4 je
ki + 2ks + 2ks + ky

Tpi1 = Tp + hy 5 , (3.46)
kde
ki = f(tn, zn),
ke = f(t, + %xn + %kl),
ks = f(t, + %xn + %l@),

/{?4 = f(tn+1, Tn + hnkg)

Odvodenie vztahov pre RK metédy je technicky pomerne zlozité, ale princip je nésle-
dovny. Snazime sa ndjst také hodnoty parametra r a koeficientov oy, i = 1,2,...7,
a A, i, 1 =2,3,...7, aby prvych p + 1 ¢lenov Taylorovho rozvoja vyrazu (3.45) po
dosadeni hodndt presného riesenia = za x,, a x,1 sihlasilo s prvymi p + 1 ¢lenmi vo
vztahu (3.44). Takto dostaneme metédu rovnakého rddu ako v metéde Taylorovho typu
(teda p) bez pocitania derivacii f) a ich vycislovania.

Odhad chyby aproximacie: Pre vyssie uvedené metédy 2. a 4. radu je dokazané,
7e asymptoticky pre h — 0 sa daji globalne chyby vyjadrit v tvare

e(t,h) = ap(t)h? + ar (t)RPT + .. (3.47)
s p =2 a 4 a metodou polovicného kroku dostaneme

x(t,h/2) — x(t, h) < _ x(t,h/2) — x(t, h)
2r —1 15

e(t,h)2) ~ pre RK4). (3.48)

Nevyhodou je zna¢nd pracnost vyéislovania odhadov rieSeni pre obidva kroky, t. j.
x(t,h/2) aj z(t, h), ¢o je mozné obist pouzitim inych metéd typu RK, napr. Fehlbergove
metody, kde k; nezavisi len od k;_; ale tiez od k;_o, ..., k1.

3.5 Viackrokové metody

3.5.1 VsSeobecna linearna k-krokova metdda

Pre vypocet hodnoty x, 1 sa vyuziju nielen hodnoty v t,, teda z,, ale aj hodnoty v
predchddzajicich uzloch siete x,_1, Zp—_2, ..., fa_1, fan_z2.... V dalSom sa pre jednodu-
chost obmedzime na konstantny krok h. k-krokové metédy st zaloZené na rekurentnom
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vztahu

k

k
Topt = D QiTpproi +h Y bifarii, (3.49)
=0

=1

kde k je prirodzené &islo, a;,i = 1,2,...,k, bj,i = 0,1,...,k, st konstanty a bud
a, # 0 alebo by # 0. Eulerova metéda (k = 1) je Specidlnym pripadom, kde z,; =

T, + hf,. K zahdjeniu vypoctu potrebujeme poznat hodnoty xg,z1,...,7s_1 a z nich
vypocitané fo, f1,..., fr_1, napr. pomocou jednokrokovej RK metédy. Potom hodnotu
Tpe1 VypolCitame zo zndmych hodnot z,,z, 1, ..., Tps1—k, fos fae1, -+ for1—k. Viac-

krokové metody rozlisSujeme na explicitné a implicitné.

o Ezxplicitné metddy: vo vztahu (3.49) plati by = 0 a teda dostdvame priamu
rekurenciu, podobnu ako v Eulerovej metode.

o Implicitné metddy: vo vztahu (3.49) plati by # 0 a teda x,,; nie je mozné
vypocitat z rovnice priamo a po odstartovani je potrebné v kazdom kroku riesit
rovnicu

Tnt1 = hb()f(tn+1a $n+1) + 9, (3-5())

kde g = Zle @;iTpi1—; + hb; fni1-; je dand uz vypocitanymi hodnotami. Ak je
riesend PU linedrna, tak aj rovnica (3.50) je linedrna a teda riesenie je bez-
problémové. Ak je vsak riesend PU nelinearna, tak sa za splnenia predpokladov
kladenych na na PU, uvedenyich v odstavei 3.2, d4 ukdzat, 7e pre h < 1 /(Llbol),
kde L je Lipschitzova konstanta funkcie f, ma rovnica prave jedno riesenie, ktoré
je mozné najst, napr. metédou prostej iterdcie. Implicitné metddy s teda prac-
nejsie, ale pri danom k dosahuju vécsej presnosti nez explicitné a navyse maju
vyhodnejsie vlastnosti z hladiska stability vypoctu.

Rdd nelinedrnej k-krokovej metédy je mozné urcit z koeficientov a;, b; a lokdlna
diskredita¢nd chyba je d,, = O(h?™!). Metdda, ktord je aspoii 1. rddu, sa nazyva kon-
zistentnd, ¢o je nevyhnutna podmienka na to aby bola metéda konvergentna. Pre k > 1
to vSak nie je postacujuce, pretoze na globalnu diskretiza¢ni chybu maju vplyv ok-
rem lokélnej chyby aj d'alsie faktory, ako napr. chyba v stanoveni pociatoénych hodnot
xg, 1, - .., Tr_1 a pri implicitnych metddach tiez chyba riesenia rovnice (3.50) pre 1.
Za predpokladu, Ze chyba v stanoveni x,,,, je zanedbatelna voci lokélnej diskretizacnej
chybe a pociatotné hodnoty pre metédu p-tého rddu si stanovené s presnostou O(hP),
je linearna k-krokova metdda konvergentnd a globalna chyba pre dostatoéne malé h a
tilohy s dostatocéne hladkym riesenim si velkosti O(hP).
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Pri viackrokovych metédach je okrem aproximovaného teoretického riesenia aj moz-
nost vzniku parazitnych zloziek, ktoré nemaji s rieSenim rovnice ni¢ spoloéné. Ak
pre h — 0 parazitné zlozky vymiznui, hovorime ze metdda je stabilndg. O stabilite
met6dy sa dd rozhodnit na zdklade znalosti koeficientov metédy. V pripade nesta-
bilnych linedrnych k-krokovych metéd p-tého radu, hodnoty {x,} pre h — 0 vSeobecne
neaproximuju teoretické riesenie aj ked je lokélna chyba velkosti O(hPT1).

3.5.2 Metddy zalozené na numerickej kvadratire
Adamsove-Bashforthove (AB) metédy

Integrovanim diferencidlnej rovnice z'(t) = f(¢,x(t)) v medziach od t,41_s po tni1
dostaneme

2(tir) = 2(bns ) + / " () (3.51)

tn+1—s

Integral na pravej strane aproximujeme nejakym interpolacnym kvadratirnym vzorcom
s uzlami v niekolkych bodoch siete tg,t1, ..., kde t; = ty + ih. PouZitim Newtonovych-
Cotesovych vzorcov, volbou s = 2 a aproximdciou integralu obdlznikovym pravidlom
dostavame

/t " a())dt ~ 2hf (2 (t). (3.52)

Ak vztah (3.52) dosadime do (3.51) pre s = 2 a zamenime x(¢;) hodnotami z;, dosta-
neme rekurentny vztah

Tn+1 = Tp—1 + 2hfn7 (353)
¢o nie je ni¢ iné ako obdlznikova metdda.

Viac sa vyuzivaju k-krokové metédy, zalozené na kvadratirnych vzorcoch pre s = 1:

Btnsr) = 2ltnin ) + /t " ()t (3.54)

pricom sa pouziju kvadratiurne vzorce s uzlami ¢, 1,t,,tn_1,...,thi1 %, teda aj uzly
¢iastocéne leziace mimo oblast integracie. Predpokladajme, Ze v bodoch t; = to+ih,i =
0,1,...,n sme uz vypoéitali zg, 1, ...,x, a f; = f(t;, ;) su aproximaciami f(t,z(t)).
Zostrojime interpolacny polyném py_y (k — 1)-vého stupna k datam {(¢;, f;),7? = n,n—
lL,...,n+1—k}, n+1 >k a pouzijeme ho ako aproximéciu funkcie f(t,z(t)) na
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[tn, tni1]. Takto ziskame explicitnd linedrnu k-krokovii metédu (kedze f,,41 nebude
vystupovat a teda vlastne do ¢, extrapolujeme) a dostdvame

tn+1
Tpt+1 = Tp +/ pk_l(t)dt. (355)
tn

Ak pr_1 vyjadrime ako Newtonov interpolacny polyném so spétnymi diferenciami
N, (t), dopracujeme sa k rekurentnému vztahu

Tpy1 = Tp + hf(bgk)fn + bgk)fnfl +.o.+ b](gk)fnJrlfk)a (356)

kde koeficienty bgk) zavisia na k a, napr. pre k = 1, dostavame Eulerovu metédu a pre
Adamsovu-Bashforthovu metédu tretieho radu (p = 3) dostdvame rekurentny vztah

h
Tny1 = Tp + 5(23]% —16f-1 + 5fn-2). (3.57)
Je to explicitnd metdéda a dé sa ukdzat Ze jej rad je k.

Adamsove-Moultonove (AM) metédy

Su to implicitné metdédy, ktoré namiesto extrapolacie polynému vyuzivajui interpoléciu
na [t,, tp+1] a teda vstupuji tu aj hodnoty t,, 41, fni1. Na rozdiel od AB metédy, funkciu
f(t,z(t)) na [t,,t,+1] aproximujeme polynémom g k-tého stupna

tn+1
Tpy1 = Ty +/ qr(t)dt. (3.58)
ln

Podobne g, vyjadrime ako Newtonov interpola¢ny polyném so spatnymi diferenciami
N (t) a dostaneme rekurentny vztah

Tuir = @0+ (el furr + e fu+ S fay o+ i), (3.59)
V $pecidlnych pripadoch pre k£ = 0 je c(()o) = 1 a dostavame implicitni Eulerovu metédu
a ak kK =1 potom c(()l) = cgl) = 1/2 a dostavame lichobeznikove pravidlo.

KedZe je to implicitnd metdda, rieSime rovnicu
k
Tst = hed f(tnits Tni1) + 9, (3.60)

kde g = xn—i-h(cgk)fn—i-cgk)fn_ﬁ—. : .—|—c,(€k)fn+1_k), metddou prostej iterdcie (pricom g sa
nemeni). Postacujicou podmienkou existencie, jednoznacnosti a konvergencie met6dy
je hL <1/ cék), kde L je Lipschitzova konstanta. Vo vSeobecnosti sa da ukéazat, Ze rad
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k-krokovej AM metédy je pre k > 1 rovny k + 1, teda o jednotku vyssi ako pri AB
metéde. To vsak nie je az takd vyhoda, kedZe pridanim jednej Startovacej hodnoty
naviac, a teda pouzitim (k + 1)-krokovej metédy, mozeme rad AB metddy vyrovnat s
radom AM metddy. Vacsou vyhodou implicitnej AM metddy je to, ze aj pri rovnakom
réade ddva presnejsie vysledky nez AB metdda a navyse kladie ovela mensie obmedzenia
na krok h z dovodu numerickej stability pri opakovanom vyéislovani rekurencie met6dy
s pevnym h a n — o0.

Metdéda prediktor-korektor

Je to vieobecny algoritmus rieSenia PU metédou AM (implicitnou), pricom k vypoctu
ZTne1 pouzijeme dve Adamsove metody:

1. Najprv pomocou explicitnej AB metédy vypocitame pociatoéni hodnotu :cﬂl

pre s =0, t. j. xﬂl. (prediktor P)

]

2. Vypocitame hodnotu pravej strany f,[l 1 = f(tns, xﬂl) (vyhodnotenie E)

3. Pomocou implicitnej AM metédy vykondvane prosti iterdciu podla vzorca (ko-
rektor C)

o = hel? f(tr, o) + 9, s =01, (3.61)

. 1 e , . o .
4. Ak je |xq[f]:1] — xq[flr1| vacsia ako zadand tolerancia, zvacSime s o jedna a po-

v . . s e ’y 1 . o .
kracujeme v iteracii 2. Ina¢ x,,1 = xfjl} a prejdeme k d'alsiemu bodu siete.

V praxi namiesto pozadovanej tolerancie sa ako kritérium ukoncenia iteracii beru
fixné hodnoty N < 2, ¢fm dostdvame rozne algoritmy: P(EC)N, resp. P(EC)NE, kde
posledné E vypocita hodnotu f,11 = f(tn41, mﬂ]l) potrebnu pre vypocet z,.o. Analyzy
ukazuji ze P(EC)'E je pri pevnhom h a n — oo stabilnejs{ ako P(EC)?E a teda PECE
je najrozumnejsi algoritmus pre Adamsove metddy.

Stabilita metdédy

Riesenie je nestabilné, ak akakolvek chyba vzniknutd pri x, vnasa do hladaného
rieSenia neziaducu zlozku, ktorej vplyv sa postupne zvicsuje, az napokon cely vypocet
znehodnoti.

Priklad: Nestabilita koli zlej podmienenosti. RieSme pre ¢t > 1 pociatoént ilohu

r=r———-— 1, z(1) = 2. (3.62)

Presné riesenie je x(t) = 1/t + 1, avSak vSeobecné riesenie je z(t) = Aexp (t)+ 1/t + 1.
Vplyvom zaokruhlovania a chyb metédy sa behom vypoctu objavi ¢len Aexp (t) s

44



3.5 Numerické metdody riesenia

malou ale nenulovou hodnotou A. Pre rastice ¢ ¢len Aexp (t) postupne prevazi nad
rieSenim.

3.6 Okrajové ulohy pre obycajné diferencialne rov-
nice
Obmedzme sa na linearnu obycajnu diferencidlnu rovnicu
as(t)z" (t) + a1 (t)2'(t) + ao(t)x(t) = g(t), (3.63)

kde as, a1, ag si spojité funkcie a z je aspon dvakrat diferencovatelnd funkcia ¢. Riesme
rovnicu (3.63) na intervale [a,b], kde a,b si kladné redlne ¢isla a a < b s okrajovymi
podmienkami

ax(a) + B2’ (a) = x,, (3.64)
vz(b) + 62’ (b) = xy, (3.65)

kde @, 3,7,0, %4, T}, s dané redlne ¢isla, pricom |af + |3| # 0 a [y| + [5] # 0.
Takato tloha je okrajové uloha (OU) a okrajové podmienky (3.64) a (3.65) mo6zu
byt typu:

1. Dirichletove okrajové podmienky (podmienky 1. druhu)
z(a) = x4, z(b) = s, (3.66)
2. Neumannove okrajové podmienky (podmienky 2. druhu)

r'(a) = x4, 2'(b) = xp, (3.67)

3. Newtonove okrajové podmienky (podmienky 3. druhu) st podmienky (3.64),(3.65)
pre a, 3,7,6 # 0.

4. Zmiesané okrajové podmienky si v obidvoch okrajoch intervalu iné, napr. xz(a) =
Zq, 2'(b) = mp.

3.7 Numerické metédy rieSenia

3.7.1 Metdda sieti

Medzi najjednoduchsie metédy patri metdda sieti alebo diferencnd metdda. Riesenie
hladdme nie na celom intervale [a, ] ale v uzloch t;. Pre ekvidistancné uzly plati h =
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3.5 Numerické metdody riesenia

(b—a)/nat;=a+ih, i=0,1,...,n. Body ty = a a t, = b su hraniéné uzly, ostatné si
uzly vniutorné. Podstata pristupu spociva v nahradeni jednotlivych derivacii v rovnici
diferenciami.

Aproximacia derivacii 1. radu

Z Taylorovho rozvoja pre dostatoéne hladki funkciu x(t),t € [a, b] plati:

h? h?
z(t+h) = z(¢) +x’(t)h+x”(t)? +J}///(T])§, (3.68)
h2 B3
z(t —h) =z(t) — 2 (t)h + x”(t)? — $///</J,)§. (3.69)
Po odcéitani rovnic dostavame
t h) — t—h " " h2
ey = PR =B (@) ) 570

2h 3!

Nech t = t;,t + h = t;;1,t — h = t;_1, potom pre dostatoéne malé h a ohranicenu ="’
dostavame

)~ —wi“;hxi*l, (3.71)

teda derivécia v bode t; je aproximovana centralnou diferenciou s chybou O(h?). Int
definiciu moZzeme analogicky vytvorit z rovnice (3.68) pri aproximdcif derivécie dopred-
nou diferenciou

7~ S (3.72)

kedy sa dopustime chyby radu O(h).

Aproximacia derivacii 2. radu
Urobme rozvoj funkcie do Taylorovho radu az po 4. derivaciu. Potom, podobnym

sposobom ako vyssie, dostavame

_x(t+h) —2x(t) + x(t — h) N (W (n) + $(4)(u))h2‘

2(t) = = - (3.73)

Potom plati

Tiv1 — 20 + T
i ~ 3 : (3.74)
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3.5 Numerické metdody riesenia

a chyba aproximécie je O(h?).
Priklad: Numericky rieSme obycajnu diferencialnu rovnicu 2. radu s konstantnymi
koeficientami a Dirichletovymi podmienkami

'+ 21 +x=1"+61"+1; t €(0,2), (3.75)
2(0) =1, (2) = 5. (3.76)
Riesenie: Interval (0,2) rozdelime na n + 1 ¢ast{ velkosti h = 2/(n + 1) a rieSenie

hladdme v bodoch t; = h,t, = 2h,...,t, = 2—h, pri splneni Dirichletovych podmienok
vitg=0at,,1 =2,t.j. 29 = 1,x,,1 = 5. Pre ostatné uzly pouzijeme diferen¢né rovnice

Tip1 — 2@ + 254 Tit1 — Ti—1

2 +2——; +x; =t +6t7 + 1. (3.77)
Po uprave dostavame
1 1 2 1 1
a v maticovom tvare
AX=F (3.79)

kde F = [F}, F5, ..., F,] je vektor pravej strany a plati

Fi=t+6t2+1,i=23,....,.n—1 (3.80)
ale
F—fio2i1-0 % gz L] 3.81
1—1+ 1+ _ﬁ_’_f_l—F 1+ _ﬁ‘f'ﬁ, ( )
Tpn+l  Tntl 5) 5
E,=t3+6t2 41— 202 =t 4612 4+1— = — = 3.82
pricom matica A je tridiagondlna a ma tvar
(1-2 L+1 0 0 ]
1 1 2 1 1
or lom ety 0
A.: : .
1 1 2 1 1
0 Rt A
|0 0 w5 1-% ]

Teda numerické riesenie tlohy dostaneme riesenim sustavy linedrnych rovnic (3.79),
napr. pouzitim niektorej z iteracnych metod, ako si Jacobiho alebo Gaussova-Seidelova.
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Kapitola 4

Riesenie parcialnych
diferencialnych rovnic

4.1 Uvod

Parcidlne diferencidlne rovnice (PDR) sa vyskytuji takmer vo vsetkych fyzikdlnych
situaciach kde sa veli¢iny menia v priestore alebo v priestore a case, ako napr. v hydro-
dynamike, elektromagnetickom vineni, diftizii, kvantovej mechanike, atd’. V praxi sa len
velmi mélo PDR d4 riesit analyticky. V d'alsom sa obmedzime na numerické riesenie
vo fyzike najbeznejsich PDR 2. radu:

e parabolické (Schrodingerova rovnica, rovnica difizie)
Priklad: nestaciondrna diftizna rovnica v 3D:

% — /<a<82f + i + an)7 (4.1)

ox?  0y*> 022
kde « je diftzny koeficient.

e eliptické (Laplaceova a Poissonova rovnica)
Priklad: Poissonova rovnica v 3D:
Pf  O*f  O*f
= 4.2
pricom v pripade ze g(z,y,2) = 0 dostavame Laplaceovu rovnicu Af = 0, kde
A=V

e hyperbolické (vinova rovnica)
Priklad: vlnova rovnica v 3D:
0? 0? 0? 0?
[ (P 0 0y
ot? ox?  0y? 022
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4.1 Uvod

4.1.1 Pociatocéné a hranicné podmienky

Vo vSeobecnosti si dané podmienkou
f(x,t =0) = F(x), (4.4)

kde x = (z,y, z), £,F si vektory, pricom F je zndma funkcia. V takom pripade sa
pocet podmienok rovna dimenzii f (pre kazdu zlozku). Podobne ako u ODR, hrani¢né
podmienky budeme rozliSovat na Dirichletove, Neumannove a zmiesané.

4.1.2 Diferencné metody

Myslienka difere¢nych metdéd spoéiva vo vytvoreni siete (mriezky) bodov v doméne
riesenia, vzdialenych od seba o nejaki vzdialenost Ax = (Az, Ay, Az), v ktorych sa
bude aproximdcia rieSenia hladat. V pripade ¢asovej zavislosti sa vytvori postupnost
takychto sieti, oddelenych vzdjomne o ¢asovy krok At. Siet moze byt vytvorend v
kartezianskych aj v inych krivociarych suradniciach, v zavislosti od geometrie domény
rieSenia (napr. ak hladdme rieSenie vo vnutri gule, potom budd hrani¢né podmienky
popisané vo sférickych stradniciach s po¢iatkom v strede gule, atd’.). V d'alsom sa ob-
medzime na kartezianske suradnice kvoli algebraickej jednoduchosti a lepsej numerickej
stabilite. Po vypocitani rieseni v uzloch mozeme riesenie v ostatnych bodoch odhadnut
interpolaciou alebo extrapoldciou. Pri diferenénych metédach budeme (podobne ako pri
ODR) derivécie nahrddzat vhodnymi diferenciami:

e doprednd 1. diferencia

fim i d (1.5
e spdtnad 1. diferencia
fi hfl : (4.6)
e centrdlnd 1. diferencia
fia st (1.7
e centrdlnd 2. diferencia
e (45)

Po substiticii dostavame systém linearnych alebo nelinearnych algebraickych rovnic,
viazuci premenné f;.
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4.1 Uvod

4.1.3 Konzistencia

Presnost diferenénych metdd zavisi od velkosti krokov v priestore Ax a case At. St
to riadiace parametre numerického vypoctu. Ak sa postupnym zmenSovanim Ax a
At (stcasne alebo Tubovolnym inym sposobom) postupne zvéicsuje presnost pribliZzenia
rieSenia diferencnej tlohy k povodnej PDR, potom hovorime ze metéda je konzistentnd.

Overenie konzistencie

Predpokladame, ze vsetky premenné v diferen¢nej rovnici su spojité funkcie priestoru a
¢asu a rozvinieme ich do Taylorovho radu vo vybranom bode siete a casovom okamihu.
Tym dostaneme tzv. modifikovani diferencidlnu rovnicu (MDR). Ak pre Ax — 0 a
At — 0 plati ze MDR — PDR, potom metéda je konzistentna. Ina¢ povedané, ak
je metéda konzistentna, tak rozdiel medzi rieSeniami MDR a PDR je radovo iimerny
mocninam velkosti Ax a At a exponenty tychto mocnin udévaju rdd numerickej chyby
metody. U Standardnych diferencénych metdd je konzistencia garantovana.

4.1.4 Stabilita

Nech presné riesenie PDR s pociatocnou podmienkou nerastie s ¢asom, ale je konstantné
alebo klesa v kazdom bode. Potom, ak diferenéna metéda reprodukuje toto spravanie
bez artefaktnych oscilacii, potom je stabilna. Nech presné riesenie PDR s pociatocnou
podmienkou rastie s ¢asom a ak diferenénd metéda rastie rychlostou rovnakou alebo
mensou, tak je stabilna.

Overenie stability

1. Von Neumannova metoda - jednoduchd ale neberie do ivahy vplyv hranié¢nych
podmienok

2. metoda projekénej matice

Blizsi popis fungovania tychto metdd si uvedieme v d’alsom pri parabolickych PDR.

4.1.5 Konvergencia

Pri konvergentnej metéde pre Ax — 0 a At — 0 numerické riesenie konverguje k
presnému rieseniu.

Laxova teoréma ekvivalencie: garantuje, Ze ak numerické riesenie linedrnej PDR
pomocou konzistentnej diferencnej metédy je stabilné, potom v limite Ax — 0 a At —
0 numerické riesenie konverguje k presnému rieseniu. Teda konzistencia a stabilita
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4.2 Eliptické parcialne diferencialne rovnice

zarucuju konvergenciu a naopak. U nelinedrnych PDR je overovanie komplikovanejsie
ale zo skusenosti vyplyva ze ak je diferenénd metdda konzistentna a lokalne stabilng
tak je konvergentna.

4.2 Eliptické parcialne diferencialne rovnice

4.2.1 Poissonova rovnica v 1-rozmernom priestore

Pre jednoduchost si najprv uved me Poissonovu rovnicu v 1D, ktord mé tvar

L~ gl (4.9)

Aplikaciou diferencnej metddy s krokom Az dostdvame aproximéciu

i+1 -2 % i—1
o Sl (4.10)

kde f; = f(z;),9; = g(x;),i = 1,..., N — 1. Pre hrani¢né podmienky f(z¢) = fo a
f(zn) = fn dostavame

1 0 0 0 ...0 f(zo) Jo

I =2 10 0 f(z1) (Az)%g:

| 1 —.2 1 . 0 f(f"fz) _ (AZU:)QQQ (4.11)
0o 0 ... 1 =21 flzn-1) (Az)?gn_1

_0 0O ... 0 O 1_ i f(zn) | i fn

alebo v maticovom zdpise Af = B. Formalne dostdvame rieSenie f = A7'B, avsak
vzhladom na to, Ze v praktickych situdciach potrebujeme riesit stistavu velkého poctu
linedrnych rovnic, je potrebné pouzit iteraéné numerické rieSenie. S metédami riegenia
stustav linearnych rovnic sme sa blizsie oboznamili v kurze Numerické metody, takze v
d’alsom si len heslovite pripomenieme dve z nich.

4.2.2 Gaussova-Seidelova metdoda

Riesime itera¢ne rovnicu (4.10) v kazdom uzle pomocou Gaussovej-Seidelovej metddy

m m+1
f(m+1) _ fi(+1) + fi(—1+ - gi(Ax)Q
1 2 :

(4.12)

Postup:
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4.2 Eliptické parcialne diferencialne rovnice

1. Priradime pociato¢né hodnoty kazdému f; (napr. nulové) vnitri a hraniéné hod-
noty na hranici oblasti riesenia.

2. Prechddzame siefou postupne, napr. od f;, a aplikujeme rovnicu (4.12) pre kazdé
fi-

3. Po vela prejdeni zistime, Ze sa hodnoty f; medzi jednotlivymi prejdeniami uz
velmi nemenia a vtedy mozeme vypocet ukonéit, pricom posledné hodnoty vez-
meme ako rieSenia.

4.2.3 Metoda postupnej relaxacie

Gaussova-Seidelova iterativna metéda je dost neefektivna. Jej modifikovanim dostdvame
relaxacni (alebo superrelaxacnii) metédu zalozent na iteratnom vztahu

Y = afi+ (1= a) £, (4.13)

7

kde fz je vypocitané z rovnice (4.12) a m je iteraény index. Parameter o sa nazyva
relaxaény parameter a metéda konverguje ak plati 0 < o < 2, pricom v pripade
0 < a < 1 hovorime o podrelaxacii a v pripade 1 < a < 2 o nadrelaxéacii. Optimélna
hodnota « zévisi od konkretného problému a nie je jednoduché ho stanovit analyticky.

4.2.4 Poissonova rovnica v 2-rozmernom priestore
RieSme rovnicu
>*f n *f
ox?  0y?

s nejakymi okrajovymi podmienkami.

=9g(z,y) (4.14)

Postup:

e Najprv zostrojime siet NxN bodov (uzlov) navzajom oddelenych o Az v smere
osi z a Ay v smere osi y (vid. obr.4.1).

e Nahradenim druhych parcialnych derivacii prislusnymi centralnymi diferenciami
dostévame diferencént rovnicu
fivr; —2fij+ fic1y " fij+1 — 2fij + fij—1
(Ax)? (Ay)?

kde f;; = f(xi,vi), 9i,; = 9(xi,vi),9=1,..., N —1. Po preusporiadani dostavame

9B (Ay)? + (Ax)*(fijr1 + fij-1) + (By)*(firry + fiory)
o 2B+ (B9 (10)

= Gi,j5 (4'15)
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

j+1 @
Ay fi,j+1
j ® Ax ® L 4
fi—l,j fi|j fi+1,j
-1 @
ij-1
i-1 i i+1

Obr. 4.1: Diskretizacia priestorovych suradnic v 2-rozmernom priestore.

e Pri pouziti Gaussovej-Seidelovej metddy:

1. Polozime f; ; = 0 pre vsetky 1, j.

f(m+1 =01 (8x)2(Ay)?+ (A2 (F) A FTEO) ()2 (T A TED)
2((A2)*+(Ay)?) '

2. Iterujeme

4.3 Parabolické parciadlne diferencialne rovnice

Na rozdiel od eliptickych PDR, pri ktorych sa uddvajui okrajové (hraniéné) podmienky,
pri parabolickych PDR sa uddva informdcia o funkcii v pociatoénom case a zistujeme
ako sa rieSenie vyvija v ¢ase. Typické parabolické rovnice vo fyzike zahinaju:

e Nestacionarna difuzia (v 1D)

0 f 82 f
—= =0. 4.17
ot "o ( )
e Casové Schrodingerova rovnica
6 f h2 0 f
V dalsom sa obmedzime na rovnicu difizie v 1D
0 0?

9 _ 97 (4.19)

ot K@xQ ’
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

f(x,t,)

Obr. 4.2: Diskretizicia v priestore a case pre rieSenie rovnice difuzie v 1-rozmernom
priestore. Pociatoéné hodnoty funkcie maji vplyvom difizie tendenciu s ¢asom sa postupne
zmensovat a zaberaf stdle $irsi interval pozdlZ osi x.

s pociatoénou podmienkou f(z,t = 0) = F(z), kde F(z) je zndma funkcia a x je
difizna konstanta, a homogennymi podmienkami pre z — 00, t. j. f(z = £oo,t) = 0.
V tomto pripade je zndme aj analytické rieSenie, ktoré ma tvar

Ft) = \/;m /_ T P+ exp(—4u—;)du. (4.20)

4.3.1 Numerické rieSenie
Postup:

1. Vytvorime siet (vid obr. 4.2) a hladdme riesenie v uzloch siete (z;,t;) na oblasti
[a, b] x [0, 00).

2. Predpokladdme, ze mimo pésu [a, b] je funkcia f nulova, teda uvazujeme hraniéné
podmienky fi* =0, fg.; =0, pren=0,1,,...,00.

4.3.2 Explicitna FTCS metdéda

FTCS (z angl.: forward time centered space) vyuziva dopredni ¢asovi a centrélnu pries-
torovu diferenciu pre aproximaciu prislusnych derivacii, pricom dostavame diferen¢nu
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

rovnicu
A i a2+ 2
AL + O(At) = (Ax)? + O((Ax)?). (4.21)
Po tuprave mame
it =afl + 1= 20)f +affiy, (4.22)

kde a = kAt/(Az)? je diftizne &islo.

4.3.3 Konzistencia a presnost

Lahko sa presvedcime, Ze rozvojom ¢lenov rovnice (4.22) do Taylorovho radu v (z;, t")
dostaneme modifikovani diferencidlnu rovnicu (MDR)
1 1

ﬁ+§hAH%X@@%:nhm+ﬁ&mmﬂmf+O«Aﬂ% (4.23)
kde dolné indexy oznacuji parcidlne derivicie podla t alebo z. Pre t — 0, Az — 0
a tak dostavame povodnu PDR, teda rovnica je konzistentnd. Rovnica (4.22) mé vo
vieobecnosti presnost 1. rddu v ¢ase a 2. rddu v priestore, avSak d4 sa ukézat, Ze pre
a =1/6 je aj v ¢ase presnost 2. rddu. Ked'Ze rovnica (4.22) ddva hodnotu f v casovej

urovni n + 1 pomocou troch priestorovych bodov na predchadzajicej ¢asovej irovni n,
potom takiito rovnicu moZzeme klasifikovat ako explicitni dvojirovriovii.

4.3.4 Postupné mapovanie a numericka stabilita

Rovnicu (4.22) mozeme zapisaf aj maticovo a zohladniac okrajové podmienky fi' =

Jk41 = 0 dostdvame
"t = Bf", (4.24)

kde matica B je tridiagondlna matica radu (K — 1) x (K — 1):

[1-2a0 o 0 0

« 1—2a « 0

B= : : : :
0 a 1—-2a«a o
0 0 « 1 —2a

Matica B je takzvand projekcénd matica a uddva vztah medzi éasovanim a postupnym
mapovanim. Spravanie sa projekénej matice zavisi na jej spektralnom polomere p(B),

%)



4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

n+1l @
fn+1
At] i
AX
+ n L 4 4 —
n n n
fi—l fi fi+l

i-1 i i+1

X

Obr. 4.3: Diskretizacnd schéma pre FTCS metodu.

definovanom ako maximalna hodnota normy vlastnych hodnot matice B. Metoda je
numericky stabilnd ak p(B) < 1. Vyuzijuc faktu, ze matica B je tridiagonédlna a To-
eplitzova (konstantné prvky na diagondlach), jej vlastné hodnoty mozeme vyjadrit v
tvare

mm
A = 1= dasin® (222, 4.25
asin® ( o7 (4.25)
pre m = 1,..., K — 1. Spektralny polomer je mensi nez jedna pre akiikolvek hodnotu

K len ak a < 1/2. To znamena ze metéda FTCS je len podmienecne stabilnd.

4.3.5 Efekt hraniénych podmienok

Zmenme hrani¢né podmienky z Dirichletovych na von Neumannove. Nech 0f /0x = g v
x = a a ponechame homogénne Dirichletové podmienky v z = b. Aby sme aplikovali von
Neumannovu podmienku s presnostou 2. radu rozsirme doménu rieSenia za hranicu x =
a, do bodu xy = x;—Auw a pri pouziti centralnej diferencie dostavame f3' — fi' = 2agAz.
Potom mo6zeme aplikovat diferenénii rovnicu (4.22) aj v prvom uzle z; a dostdvame

"t = Bf" + b, (4.26)
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

kde projekénd matica B je opit tridiagonalna matica ale uz radu K x K:

[1-20¢ 22 0 ... 0
o 1—-2a « 0

0 a 1 -2« Qo
0 0 a 1—204_

[ —2agAz |
0

0
0

Pritomnost vektora b neovplyvni déleZitost matice B pre stabilitu riesenia, avéak B
uz nie je Toeplitzova a jej vlastné hodnoty sa uz nedaju vyjadrit analyticky.

4.3.6 Von Neumannova stabilita

Tato metdda je jednoduchSia nez vypocet cez projekénid maticu, avsak je aplikova-
telnd len za urcitych podmienok (linedrne PDR s konstantnymi koeficientami, peri-
odickymi hrani¢nymi podmienkami, najviac dvoma nezavislymi premennymi a nie viac
ako dvoma ¢asovymi uroviiami). Vyuzijic linearity, uvazujme rieSenie v tvare sicinu
¢asovej a priestorovej zlozky:

f(z,t) = A(t) exp (ikx), (4.27)

kde k = 27/L je vlnové ¢islo a L je vlnova dizka. Pre diskrétny tvar dostavame

, n 12ml Az
[t = A"exp (ikx;) = A" exp ( 7 ),
n+1 n+1 . n+1 127l Ax
= A" exp (k) = A" exp ( T >, (4.28)

kde x; = [Azx. Koeficient £ = Azzl sa nazyva faktor zosilnenia alebo rastu. Plati, ze

ak [£] < 1 potom je riesenie stabilné. Ak si oznacime © = 27Az/L a vztahy (4.28)
dosadime do rovnice (4.22), Tahko odvodime vztah

An+1

©
£ = = 1+ 2a(cos® — 1) = 1 — 4asin? 3 (4.29)
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

n+l
fn+1
At] i
+ n L 4 Ax # —9
n n n
fi—l fi fi+l
n-1 ®
n-1
fi
i-1 i i+1
X

Obr. 4.4: Diskretizacna schéma pre CTCS metddu.

Teda aby platilo |£| < 1 musi byt splnens podmienka o < 1/2, t. j. rovnakd podmienka

aki sme dostali pomocou metédy projekénej matice. Kedze o = %, potom musi

platit At < %. To znamend, ze podmienka stability vyzaduje dostatoéne maly

casovy krok At, ¢o moze byt vypoctovo velmi zatazujice.

4.3.7 Explicitna CTCS metdda

V CTCS (z angl.: centered time centered space) je ¢asové derivacia nahradend centralnou
diferenciou, ¢im sa dosiahne presnost 2. rddu aj v ¢ase:

A — 2+ f

sRy T OUAN?) = T

+ O((Ax)?). (4.30)

D4 sa vsak ukédzat, Ze metéda je bezpodmieneéne nestabilnd a teda bez praktického
uzitku. Je to explicitnd trojiroviiova (v ¢ase) metoda.
4.3.8 Explicitna Du Fortova a Frankelova metéda

Du Fortova a Frankelova metéda je CTCS metéda modifikovand za tcelom zlepSenia
stability a udrzania presnosti 2. rddu v ¢ase aj priestore. Modifikacia spociva v na-
hradeni funkénej hodnoty v i-tom uzle na casovej trovni n aritmetickym priemerom

58



4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

funkénych hodnot na ¢asovych trovniach n — 1 a n + 1:

= 2 P 2T O+ >
T wreras At)*) = A . (431
T O((An?) = s o FO((A)). (431)
Pre a z predchadzajiceho, po iprave mame
1 -2« 2a
n+l _ nfl n noy 4.32

Von Neumannova stabilita: D4 sa ukdzat, Ze faktor zosilnenia & Spfﬁa rovnicu
(14 2a)&* + 4€acos© — 1+ 2a = 0, (4.33)

korene ktorej spinaji nerovnost || < 1 pre Tubovolni hodnotu « a teda metéda je
bezpodmienecne stabilnd.

Vzhladom na to, Ze sa urobila ad-hoc modifikdcia v CTCS diferenénej rovnici,
je eSte potrebné overit konzistentnost metédy. Podobnym postupom ako pri metéde
FTCS dospejeme k modifikovanej diferencialnej rovnici

ft = ’ff:m - K(%)%ftt' (434)

Je zrejmé, Ze ani pre Tubovolne malé hodnoty At, Az posledny ¢len na pravej strane
rovnice nevymizne a teda metoda nie je konzistentna. Je to explicitnd trojuroviova
metdda.

4.3.9 Implicitna BTCS alebo Laasonenova metéda

BTCS (z angl.: backward time centered space) je implicitnd metéda a bude vyzadovat
rieSenie sustavy rovnic. Vyuziva spatni Casovu a centralnu priestorovu diferenciu pre
aproximaciu prislusnych derivacii, pricom dostavame diferenénii rovnicu

n+1 n nJEI -9 n+1 n_Jil )
Ji Atf O(AY) = k1t (ix)ff +O((Ax)). (4.35)

Po tuprave mame
—aff + (L+20) i —afi = f7 (4.36)

a maticovo pre homogénne Dirichletove okrajové podmienky

AfH = (4.37)
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

AX
n+1l o 4 —
fn+1 fn+1 fn+1
-1 At]i i+1
+— n @
n
fi

i-1 i i+1

X

Obr. 4.5: Diskretizacnd schéma pre BTCS metddu.

kde matica A je tridiagonalna matica

[ 1+2a —a 0 0
— 1+2a0 —a 0
A= : : : : :
0 —a 142« -«
i 0 0 — 1+2a_

Riesenie teda mozeme formdlne vyjadrit v tvare
il = AT (4.38)

Vdaka tomu Ze vlastné hodnoty matice A~! st prevratenymi hodnotami vlastnych
hodnot matice A, dostdvame pre ich hodnoty vztah

mm\1-1
A, = [1 Ay sin? (—)} : 4.39
+dasin® { oo (4.39)
pre m = 1,..., K — 1. Spektralny polomer je vidy mensi neZ jedna pre akikolvek

hodnotu K a teda metoda BTCS je bezpodmienecne stabilnd. Nezavislé overenie bez-
podmieneénej stability mozeme ziskat pomocou von Neumannovej metédy. Podobnym
postupom aky sme si popisali vyssie dostavame pre faktor zosilnenia

€ = T
11+ 20(1 —cos©) 1 11+ 4asin® €

<1, (4.40)
pre lubovolné © a «. Presnost je vsak len 1. radu v case.
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

4.3.10 Crankova-Nicolsonova metoda

Pontika vylepSenie presnosti do 2. rddu v ¢ase aj priestore pri udrzani bezpodmienecnej
stability. V FTCS sme aplikovali diferenénti metédu v bode z; a ¢ase t*, v BTCS v
bode z; a case t"T! a teraz ju aplikujeme v bode z; a ¢ase t"T1/2. Je to to isté ako
ked vezmeme aritmeticky priemer rovnic pre FTCS a BTCS, pricom linedrne ¢cleny
O(At) na Tlavej strane rovnice sa vyrusia a tymto dosiahneme presnost O((At)?) v ¢ase

a O((Az)?) v priestore. Vyslednd diferen¢nd rovnica m4 tvar

U— l(fﬁ:rll_innH‘Ffinlel iTErl_Qon_Ff?l)
(Az)? (Az)? '

At
Po tprave mame
—afi 2+ ) T —afi = afiy + 200 - Q) f - afi,
alebo v maticovom tvare pre homogénne Dirichletove okrajové podmienky

Af"t = Bf”,

kde matice A a B su tridiagondlne matice v tvare

2(1+«) —a 0 0
—a 21+ o) —« 0
A= : : : ; : )
0 —a 2(1+a) -
0 0 —a  2(1+a) |
[21-a) o 0 .. 0 |
a 21—-a) « 0
B = ; : : : :
0 a 2(1—a) a
i 0 0 a 2(1—a) |

RieSenie mozeme formdlne vyjadrit v tvare

£+ = A7'Bf",

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

kde A~'B je projekénd matica. D4 sa ukdzat, Ze jej spektralny polomer je mensi ako
1 a teda, ze metoda je bezpodmienecne stabilnd. Overenim pomocou von Neumannovej

metody dostavame pre faktor zosilnenia

€] = 1—a(1—cos@)’_‘1—2asin2% .
1+ a(l —cosO) 1+ 2asin® 2 ’
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

pre Tubovolné © a «.
Poznamka: Metéda moze byt ponimand ako vysledok dvoch krokov s At /2. Najprv
aplikujeme explicitni FTCS metodu pomocou diferenénej rovnice

VR -2 Ry

= 4.46
At/2 T (A (4.46)
a potom implicitni BTCS metédu pomocou diferencnej rovnice
n+l ﬂ+1/2 n—l—l —9 ?1+1 n—l—l
fz fz :/{fl-i-l f’L +f’b—1 (447)
At/2 (Az)?
Ich s¢itanim dostdvame rovnicu (4.41).
4.3.11 Rovnica diftizie v 2D
Riesime parabolickt parcidlnu diferencidlnu rovnicu
af o?f  O*f
= =K==+ == 4.48
ot H(@xz + 8y2>’ ( )

s pociato¢nou podmienkou f(x,t = 0) = F(x), kde x = (z,y), F(x) je zndma funkcia
a k je difdzna konstanta. Postup, ktory sme aplikovali v 1D je mozné priamo rozsirit
do 2D.

4.3.12 Explicitna FTCS metéda

Nadradenim parcidlnych derivécii prislusnymi diferenciami (vid diskretizacni schému
v 2D na obr. 4.1) dostdvame diferen¢ni rovnicu

(4.49)

+1
fig” =1 _ ﬁ< iy =20 IRy S = 2fi ijl)
- )

At (Az)? (Ay)?

kde prava strana rovnice predstavuje diskrétnu aproximaéciu Laplacianu v 2D. Po
uprave mame

= w(fla g+ fl ) L= 20w + )L+ oy (fla + fl4), (450)

Z?]

kde o, = kAt/(Az)? a a, = KAL/(Ay)? si difizne ¢isla v smere osi z a y.
Skimanim von Neumannovej stability zistime, Ze metdéda je stabilna pre o, + oy, <
1/2, ¢o je dost silné obmedzenie pre At ¢o sa tyka efektivity vypoctu.
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

4.3.13 Implicitna BTCS metéda

Nahradenim ¢asovej parcidlnej derivacie spatnou diferenciou po uprave dostavame

T+ ) + 1+ 2w + eI = g (Ifh + ) = J1y (451

Metdda je bezpodmieneéne stabilnd s presnostou 1. rddu v t a 2. rddu v z a y. Po-
trebujeme vsak riesif sistavu rovnic s patfdiagondlnou maticou, ¢o je vypoétovo ovela
narocnejsie nez to bolo v pripade tridiagonélnej matice.

4.3.14 Metéda striedavych smerov (ADI)

Redukuje vypoctové naroky predchadzajicich metéd. Je zalozena na rozdeleni ¢asového
vyvoja do dvoch krokov a kombindacie implicitnej a explicitnej metédy pre priestorové
derivacie, aplikovanu striedavo v smere osi x a y:

1. krok: implicitny v smere osi x a explicitny v smere osi y

n 2 n n+1/2 n 2 n+1/2
f o - fi+—ii,j/ _2f +1/ +/ +f,_7+1 2f,j+f,] 1

i,J nJ -1

Atz " (AP e ): (a52)

2. krok: implicitny v smere osi y a explicitny v smere osi x

N (M) <Ay) N

kde n+1/2 je ¢asovy medziisek. Smery osi st alternativne striedané po kazdom kroku.
Celkova presnost je 2. rddu v ¢ase aj priestore. Po uprave dostdvame dvojkrokovy
implicitny algoritmus

i =20 ) fITP b an fIRNE = —ay f L — 201 — ) f — ay f L (4.54)

oy fIY = 2L+ ) I+ oy fI = —an fi5 = 21— an) 15 — an 157 (4.55)

To znamend, %e v kazdom casovom kroku je potrebné riegit dve sistavy tridia-
gondlnych rovnic, ¢o je mozné efektivne urobif pomocou Thomasovho algoritmu.
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4.3 Parabolické parcialne diferencialne rovnice

Vysetrovanim von Neumannovej stability dostavame
1+ a,(cos O, — 1)][1 + oy (cos O, — 1)]
1 —az(cos O, —1)][1 — ay(cos©, — 1)]

[
[
(1 — 20, sin® 22)(1 — 2a, sin® Ou)
(

2
1+ 20, sin® €=)(1 4 20y, sin’ %)

(4.56)

Pre lubovolné a,, o, a ©,,0, plati [£] < 1 a teda metida je bezpodmienecne stabilnd.
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Kapitola 5

Monte Carlo simulacie

5.1 Uvod

Vo vseobecnosti mozeme charakterizovat metédu Monte Carlo (MC) ako pocitacovi
metédu vyuzivajicu ndhodne éisla. MC metéda sa snazi sledovat casovy vyvoj (zévislost)
modelu, pre ktory rast alebo zmena nepostupuje rigorézne definovanym sposobom (ako
napr. u Newtonovych rovnic) ale ndhodnym (stochastickym) sposobom, zavisiacim na
nejakej postupnosti nahodnych ¢éisiel. To znamend, Ze rozne postupnosti nahodnych
¢isiel davaju rozne vysledky, avSsak vramci nejakej statistickej chyby.

Priklady vyuzitia vo fyzike:

e Perkoldcia na postupne sa zaplnajicej mrieZke - ak na pociatocne prazdnu
mriezku za¢neme nahodnym sposobom postupne umiestitovat ¢astice, po istom
pocte umiestnenych ¢astic dospeje systém do stavu ked sa vytvori cesta spdjajica
najblizsich susedov na mriezke preklenujica celi mriezku, t. j. dochadza k per-
kolécii. Pocet ¢astic potrebnych na vytvorenie takejto cesty je ndhodné ¢islo (pri
kazdom pokuse bude vo vSeobecnosti iny) a jej strednd hodnota je tzv. perkolaény
prah.

Priklady fyzikalnych aplikacii problému perkolacie:

¢ vodivost ndhodnych zmes{
¢ tok cez porovité materialy
¢ magnety zriedené nemagnetickymi primesami
e RiesSenie problémov v Statistickej mechanike - odhad istych vlastnosti

modelu vzorkovanim oblasti fazového priestoru. Na rozdiel od exaktnych rieseni
sa nebudeme pohybovat pozdlz rovnakej trajektérie ale mnohych nidhodnych,
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5.1 Uvod
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Obr. 5.1: Schématicky zobrazeny stav perkoldcie na postupne sa zapliiajicej Stvorcovej
mriezke ked je vytvorend cesta (hrubd lomend ¢iara) spdjajica najblizsich susedov na mriezke
preklenujica celi mriezku.

ktoré povedu k rovnovaznemu stavu systému, a nasledne vypocitame priemer tep-
lotnym stredovanim. MC metéda berie spravne do tivahy statistické fluktuacie a
ich vplyv na mnohocasticovy interagujici systém. Cim lepsie vzorkovanie fazového
priestoru (t. j. dlhsie simulécie, vacsie sibory vzoriek), tym presnejsie vysledky
mozeme dosiahnut.
5.1.1 Aké problémy moéZeme riesit pomocou MC simulacii?

e prirodzene diskrétne alebo aproximativne diskretizované systémy

e pohyb jednotlivych atomov

e rastové javy véetne makroskopickych objektov, rast koloidnych castic

e pohyb kvapalin - aproximécia blokmi jednotlivych castic

e mnozstvo klasickych a kvantovych interagujicich systémov

e skimanie rovnovaznych vlastnosti roznych magnetickych materidlov, kovovych
zliatin, jednoduchych aj komplexnych kvapalin, polymérov a pod.

e ceny akcii na burze

e vypocet viacrozmernych inegrélov, hlavne v statistickej fyzike

66



5.2 Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti

Problémy a limitacie pouzitia MC simulacii
e obmedzeny CPU cas a pamit

e niektoré problémy nie je mozné alebo praktické riesit pomocou MC simuldcii
kvoli prilis velkym narokom na vypoctovy CPU cas

e vdaka rychlemu rastu vypoctovych kapacit vznikaji nové perspektivy pre pouZitie
MC technik

Chyby MC metédy
e zaokruhlovacie chyby (vid sekciu 1.3)

e Statistické chyby - vznikaju nevyhnutne kvoli konetnému poctu vzoriek (voli
sa kompromis medzi parametrami simuldcie a rozumnym CPU ¢asom)

e systematické chyby - nie je moZné spravne riesit isté problémy kvoli koneénému
poctu vzoriek

e je dolezité otestovat simuldcie pre zndme hodnoty parametrov so zndmymi
(uz riesenymi) vysledkami, ak existuji, a to najprv s malym poctom vzoriek a
taktiez optimalizovat algoritmus pre ¢o najlepsiu efektivnost vypoctu

5.1.2 Vztah tedria-experiment-simuléicia-realita

e Simuldcia < realita - overovanie tedrie, pre ktori (este) neexistuju experi-
mentdlne realizdcie alebo ich nechceme robit lebo st prili§ drahé alebo nebezpecné
(napr. vybuch reaktora).

o Simuldcia <> experiment - redlne fyzikdlne systémy su prilis zlozité na to aby
sme skimali zvlast jednotlivé interakcie. Simuldciou moZeme separovat jednot-
livé interakcie a lepsie pochopit ich ti¢inky. Pomocou simuldcie tiez mézme ove-
rit spréavnost hamiltonidnu porovnanim vysledkov simulécie s experimentalnymi
vysledkami. Avsak, cielom simulédcie nie je fitovanie experimentalnych dat ale
pochopenie fyzikalnych vlastnosti.
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5.2 Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti

Obr.

Simuléacia
Realita
(Priroda)
Tedria Experiment

5.2: Schématicky zndzornenyj vztah medzi tedriou, experimentom, simuldciou a realitou.

5.2 Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti

Ndhodnd premennd - ak pri opakovanych pokusoch pri identickych podmien-
kach merania dostdvame rézne vysledky. Napr. pri hode kockou je ndhodné pre-
mennd z € {1,2,...,6}.

Funkcia hustoty pravdepodobnosti - definuje pravdepodobnost p(zx) Ze pri
vzorkovani (pokuse) dostaneme vysledok z. Pre velky pocet pokusov plati p(z) =
(pocet vzoriek s vysledkom x)/(celkovy pocet vzoriek). Napr. pri hode kockou je

p(1) =p(2) = ... = p(6) = 1/6.

Normalizaénd podmienka

ZP(%) =1 (5.1)

k

Strednd (o¢akdvand) hodnota ndhodnej premennej
E(z) = (z) = Zl"kp(xk) (5.2)
k

Napr. pri hode kockou je () =1x £ +...+6 x + = 3,5.
Spojité ndhodné premenné - x moéze nadobtidat spojité hodnoty (napr. pozicia

atému pozdlz osi x). Pravdeopdobnost, ze hodnota bude v rozmedzi x a x + dx
je p(z)dz.
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5.2 Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti

e Normalizacnda podmienka:

e Strednada hodnota

E(z) = () = / " ap(a)da. (5.4)

—00

e Strednd hodnota funkcie ndhodnej premennej
E(f(z)) = (f(z)) =/ f(@)p(x)dz. (5.5)

Priklad: Nech z m& uniformné (rovnomerné) rozdelenie na intervale [a, b]. Potom
7z normalizacnej podmienky lahko overime Ze p(x) = 1/(b — a). Dalej plati

b1 1 227 ¥ —a? a+b
<x>_/axb—adx_b—a[ﬂa_z(b—a)_ 2 (56)
Nech f(x) = z?, potom
| 1 rz®1t ¥ —a®  a®+ab+ VP
2: 2 d: J— = = . 57
(@) /axb—ax b—a[?)L 20— a) 3 (5.7)

e Rozptyl a smerodajnd odchylka ndhodnej premenney
Rozptyl je dany vztahom

Var(z) = <(:1: - (a:))2> = <x2 — 2z (z) + (:1:)2> = <x2> - (:1:>2 (5.8)

Napr. pre uniformné rozdelenie dostavame

Var(zx)

a>+ab+b*  ra+b\2 (a—0b)?
- 3 _(2>_ 12 (5.9)

Smerodajné (alebo standardnd) odchylka ndhodnej premennej je potom

Std(z) = \/Var(z) = ";\_/gb’. (5.10)
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5.3 Monte Carlo odhad

p(x)

Obr. 5.3: Uniformné rozdelenie pravdepodobnosti na intervale [a,b).

o Niektoré vlastnosti

Elax £ by)] = aFE(z) £ bE(y), (5.11)
Varlaz + by)] = a*Var(z) + b*Var(y), (5.12)

kde z,y s ndhodné premenné a a, b st konstanty.

Podrobnejsi vyklad k problematike ndhodnej premennej a pravdepodobnosti, aj s nie-
ktorymi aplikdciami v prostredi Octave/Matlab, je mozné néjst napr. v skriptach od
autorov Busa a kol.

5.3 Monte Carlo odhad

5.3.1 Stredna hodnota suboru

Vypocet (jednorozmerného) integralu je mozné urobif pomocou MC odhadu stredne;
hodnoty funkcie. Nech p(z) je nejakéd funkcia hustoty pravdepodobnosti a je nenulovéa
na nejakom intervale [a, b].

/ F(@)dz = /ab %p(m)dm- <%> (5.13)

To znamena, ze deterministické integrovanie sme nahradili vypoctom strednej hodnoty
cez ndhodné vzorky. Ak p(x) =1/(b — a), potom

/ f(x)dz = (b— a) (f(x)). (5.14)
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5.3 Monte Carlo odhad

Pre odhad strednej hodnoty funkcie pomocou MC simuldcii generujeme postupnost

uniformnych ndhodnych éisiel z = r,,n = 1,..., M na intervale [a, b, pricom plati
b 1 M
/‘ﬂ$ﬂ$=(0—®<ﬂ$»%(b—@ﬁZE:fUH- (5.15)
a n=1

Efekt konec¢ného poctu vzoriek

V limitnom pripade nekoneéného poctu vzoriek plati (f f f(@x)p(x)dx. Avsak
pre konecny pocet vzoriek dostavame odhad strednej hodnoty 4 tvare arltmetlckeho
priemeru

M

Fle) = 323 f0r) (5.16)

Je zrejmé ze pre vyberové subory generované pomocou roznych M-tic ndhodnych cisiel
Tn,n =1,..., M z rozdelenia p(x) je aj odhad f(x) ndhodnd premennd, ktord ma tiez
strednt hodnotu a rozptyl.

Neskresleny odhad - ak velicina odhadnutda z M vzoriek konverguje ku skutocnej
hodnote populdcie (zékladného siboru).

Teoréma: Stredna hodnota M vzoriek ndhodnej premennej f(z) konverguje k hodnote

(f(2))-

E{f(x ZE{f )} = Z M (f(x)) = (f(x)). (5.17)

n:l

Tym sme overili platnost teorémy, pricom sme vyuzili vlastnost (5.11) a doleziti rov-
nost E{f(r,)} = (f(z)), ktord vyplyva z nezévislosti vzoriek.

5.3.2 Rozptyl a smerodajna odchylka odhadu strednej hod-
noty siboru

Analogicky ako pre stredni hodnotu, pre rozptyl dostavame

Var{f(z)} = % > Var{f(rn)} = % > Var{f(x)}

Var{f()}

= MVar(f(a) =

— (5.18)
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5.4 Generatory ndhodnych ¢isiel

Podobne ako vyssie, vyuzili sme vlastnost (5.12) a rovnost Var{f(r,)} = Var{f(x)},
ktora vyplyva z nezavislosti vzoriek. Odmocnenim dostavame
_ Std{f(x)}

Std{f(z)} = — 7 (5.19)

¢o znamend ze chyba MC odhadu strednej hodnoty sa zmensuje s poctom vzoriek ako

1/v/M.

Neskresleny odhad rozptylu a standardnej odchylky zakladného siboru
Nech Sy, je rozptyl odhadnuty z M vzoriek

S =37 22 00 = [0 00)] (5.20)

Sy je tiez nahodné premennd, ktorej stredna hodnota je

(Su) = 223 (F@) — 17 D0 S () fr)

= (P@) - D APE) —m Y D ()
m=1 m=1 n=1(n#m)
- (1- %) () - (1- %) (f(2))’
- (1- %)Var{f(x)}. (5.21)

Vyssie sme vyuzili, ze pre nekorelované (a nezavislé) ndhodné premenné plati
(frm)f(rn)) = (f(x)) (f(z)). To znamend, ze neskreslenym odhadom rozptylu zaklad-
ného stuboru Var{ f(z)} je 72~ Sy. Dosadenim do rovnice (5.18) dostévame

Var(f(@)) = S = {30 £~ [ 3 £ )
Var{f(2))
— (5.22)

Centralna teoréma MC vzorkovania sumarizuje vyssie odvodené vztahy

2= (f)

T (5.23)

/ F(@)p(o)de ~ [ +

kde f = & 22/1:1 f(rn), a r, je ndhodnd premennd z p(x).
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5.4 Generatory ndhodnych ¢isiel

5.4 Generatory nahodnych ¢isiel

Pre MC vypocty je dolezité generovat rychlo a efektivne postupnosti ndhodnych &fsiel.
Fyzikélne procesy (napr. biely sum v elektrickych obvodoch) nie st efektivne a preto
sa obycajne generuju pseudondhodné c¢isla pomocou softvéru s vyuzitim roznych algo-
ritmov. Je preto dolezité otestovat kvalitu jednotlivych generdtorov, pretoze pouzitie
zljch generdtorov sa moze prejavit v systematickych chybdch v MC vypoctoch. Vo
vSeobecnosti potrebujeme postupnosti uniformnych nekorelovanych ndhodnych cisiel
s ¢o najdlhsou periédou opakovania. Obycajne sa generuju celé cisla, ktoré sa potom
prenormuju tak, aby boli z intervalu [0, 1].

5.4.1 Kongruencéna metoda

Je zaloZend na jednoduchom generovani postupnosti velkych kladnych éisiel X,, pomo-
cou rekurentného vztahu

X, = (X1 +ag) mod Ny, (5.24)

kde ¢ je multiplikétor, ag je nejaka konstanta (obycajne nula), N,,.. je dostatoéne velké
a X, je pociatotna hodnota (seed) ktort je najlepsie volit ako nepdrne ¢islo. Populdrne
hodnoty pre (Npaz, ¢) = (231 — 1,7°) pre 32-bitovy procesor. Potom

T'n = Xn/Nmax € [07 1] (525)

Zistilo sa vsak, ze takyto jednoduchy generator vykazuje korelacie medzi trojicami po
sebe iducich éfsiel. VylepSenim mozu byt rozne kombindcie viacerych kongruenénych
generdtorov s roznymi volbami hodnét ¢ a Xj. Napriklad, jeden generdtor vytvara
tabulku ndhodnych éfsiel a druhy z nej ndhodne vyberd ¢leny.

5.4.2 Shift register (Tauswortheov) generator

Najprv vygenerujeme tabulku ndhodnych ¢isiel a potom nové ndhodné ¢isla si gene-
rované z ¢isiel z tabulky pomocou operédcie .XOR. (exkluzivny OR operétor):

Xy = Xp_p XOR.Xp_q, (5.26)
kde p,q st vhodne zvolené, napr. tak, aby spiﬁali XP 4+ X9+ 1 = primitivne cislo.
Priklady volby dvojic (p,q) = (98,27), (250,103), . ... Zovseobecnenim je Fibonacciho

generdtor, zalozeny na vztahu

Xy = Xpp % Xy, (5.27)
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5.4 Generatory ndhodnych ¢isiel

kde * je nejaka operécia.

Kvalitu generdtora nahodnych éisiel je mozné jednoducho overit napr. pomocou
testu uniformity, v ktorom si rozdelime interval [0, 1] na niekolko malych prie¢inkov a
po vygenerovani velkého po¢tu nahodnych &fsiel a ich zaradeni do priec¢inkov (vytvoreni
histogramu) skontrolujeme uniformitu, alebo pri zobrazeni v m-rozmernom priestore
hladdme vzory, struktiry, atd., ktoré by sa pri kvalitnych generatoroch nemali vysky-
tovat.

5.4.3 Neuniformné (nerovnomerné) generiatory nihodnych
Cisiel

Ulohou bude generovaf néhodné ¢sla z neuniformného rozdelenia p(z) na intervale

[a, b].

e Von Neumannovo odmietanie - algoritmus:

1. Generuj vektor (zy, wy) € [a,b] X [0, wsyy,
= a+ (b—a)ry, wy = Wweypra, kde
rie ~ U(0,1), mo ~ U(0, 1), Weup = SUP,e(op P() @ ~ U(0,1) znamend ze
ndhodnd premennd x pochadza z uniformného rozdelenia na intervale [0, 1].

2. Ak w; > p(z;) potom odmietame z; a pokracujeme v kroku 1.; indé¢ x;
akceptujeme a jej hodnotu priradime premennej . Potom mnozina vSetkych
¢ bude mat na [a, b] rozdelenie p(z).

e Nerovnomernost dosiahnutd transformdciou premennej:
Aj je pozadované neuniformné rozdelenie p(z) na intervale [a,b], potom kumu-
lativne rozdelenie (pravdepodobnost, ze x < 2’) je dané

P(2') = / p(x)dz. (5.28)
P(z') je tiez ndhodnd premennd a to z intervalu [0,1]: v = P(x) a potom z =
P~(u).
Priklad: Nech p(x) = exp(—z) pre z > 0. Potom

/

P(x') = /Ox exp(—z)dz = [—exp(—z)]% =1 — exp(—z). (5.29)

Teda mame v = 1 — exp(—x), odkial z = —In(1 — u). Ak u ~ U(0,1), potom
x = exp(—u).
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5.5 Jednoduché a doélezité vzorkovanie

Obr. 5.4: Zobrazenie sposobu dosiahnutia nerovnomerného rozdelenia transformdciou pre-
mennej z kumulativneho rozdelenia P(x).

e Boxova-Mullerova metoda pre generovanie gaussovského rozdelenia:
Nech z1, x5 ~ U(0, 1), potom pre

y1 = (—2log x1)Y? cos(2ma,) (5.30)

Yy = (—2log x1)Y? sin(2m,) (5.31)

plati y1,yo ~ N(0, 1), t. j. ze st z gaussovského (normdlneho) rozdelenia so stred-
nou hodnotou 0 a standardnou odchylkou 1.

5.5 Jednoduché a dolezité vzorkovanie

Monte Carlo integrovanie
Jednym z najjednoduchsich sposobov numerického integrovania (kvadratiry) je odhad
pomocou obdlznikovej metédy (vid kurz numerickych met6d):

b M
/ fe)dz = f(zn)Ax, (5.32)

kde f(x,) st funkéné hodnoty funkcie v uzloch siete z,,n =1,.... M a Az = x,,1 — =,
je konstantny krok delenia intervalu [a, b]. Pri Monte Carlo integrovani vygenerujeme
postupnost ndhodnych éisiel r, € [a,b] a

M b—a

/ Flaydr 32 U, (5.33)

n=1
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0.8F .

0.6

0.4

0.2

Obr. 5.5: 25 000 ndhodne generovanych bodov (x,y) € [0,1], pricom body pod (nad) krivkou
(ne)spliiaji podmienku x> + y* < 1

Teda, rozdiel je len v tom ze pri MC integrovani su uzly siete ndhodné ¢isla. Majme vsak
N-rozmernt funkciu f(xy,...,zy) v jednotkovej hyperkocke [0, 1], Potom integral

/01/01 . /01 F(x)dwydas ... doy (5.34)

je velmi problematické riesit standardnou numerickou metédou. Napriklad, len pre
M = 10 musime funkciu f(z1,...,2x) vyhodnocovat 10V-krat, ¢o je nezvladnutelné
pre velké N = 106.

Ukézali sme si ze chyba MC odhadu klesé s po¢tom vzoriek ako 1/ VM, a teda,
pre dostatocne velké M mozeme pomocou MC integrovania dostat dostatocéne presné
rieSenie.

Priklad: Vypocet hodnoty m pomocou MC integrovania

Majme stvorec: {(z,y)|0 <z < 1,0 < y < 1}, ktorého obsah je Sy = 1 a vo vnitri

Stvorca kruhovy vysek: {(z,y)|0 <z < 1,0 < y < 1,22 + y*> < 1}, ktorého obsah je

Sky = m12/4 = 7 /4 (vid obr. 5.5). MC pristup je zalozeny na generovani N, parov

nahodnych éisiel (z,y) € [0,1] a testovani podmienky 22 + y? < 1. Ak je splnena tak

zvysime pocet zasahov N,,,. Potom plochu kruhového vyseku mozeme odhadnit ako
Nzas

Nzas _ Nzas ol 4
Ry Dzas = odkial vyplyva m ~ 4 .
Skv Npok Sst Npok’ ypLly Npok

Aplikacia na statistickti mechaniku
Uvazujme kocku s dlzkou hrany L, ktora obsahuje N castic. Statisticku fyziku zaujima
dlhocasovy priemer roznych veli¢in popisujicich taky systém (A({r;})), kde {r; =
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5.5 Jednoduché a doélezité vzorkovanie

(i, Yi, 20)|0 < @y, 9:,2: < Lyi = 1,2,..., N}, ktory je dany integralom

I fexp( v;ff;}) ({r;})dridry . ..dry
fff"'fexp< {r, )drer dry

kde T je teplota, kg = 1.38 x 10716 erg/K je Boltzmannova konstanta a V({r;}) je
potencidlna energia systému. Prikladom veliciny (A({r;})) moézu byt vzdialensoti medzi
parmi castic a ak maju castice naboj e tak potencialna energia je dana ako

V({{r;}) Z| —rgl (5.36)

1<)

(A({r:})) = : (5.35)

Je zrejme ze pri Spickovych simuléciach, ktoré obsahuji az 100 miliénov castic, vypocet
300 miliénov-rozmerného integralu pomocou klasického numerického integrovania nie
je mozny.

5.5.1 Jednoduché vzorkovanie

MC simulécie zalozené na jednoduchom vzorkovani (z angl.: simple sampling) by ge-
nerovali nahodny bod v 300 miliénov-rozmernom priestore generovanim 300 miliénov
ndhodnych ¢isiel z intervalu [0, L] a potom vyhodnotilo funkciu v tomto bode. To by
vsak bol velmi ned¢inny sposob, vhladom na to Ze, hlavne pri nizkych teplotach, ok-
rem blizkeho okolia bodu kde V ({r;}) nadobiida minimum by hodnota vyrazu exp <—

%) (tzv. Boltzmannov faktor) bola takmer nulova a teda aj ich prispevok k cel-
B

kovému integralu.
Priklad: Uvazujme jednu casticu v 1-rozmernom priestore diZky 1 cm a potenciali
V(z) = ckp(z — 0.5)%, kde ¢ = 1K/cm® (obr. 5.6).
Pre najnizsiu teplotu T=0.001K intervaly [0,0.4] a [0.6, 1] prispievaju k integrovaniu
zanedbatelne. Teda uniformnym generovanim ndhodnych éisiel mérnime 80% casu.
Avsak, pri N = 100 casticiach a rovnakom potencidli len 0.2'° = 1.27 x 1077 z
celkového poétu ndhodnych éisiel prispieva a teda len zhruba kazdy 107-ty pokus je
uzitocny.

Efektivna MC metéda by teda mala generovat ndhodné ¢isla v blizkosti minima
potencialu, teda dolezité body. Metdda na vzorkovanie takychto dolezitych bodov sa
nazyva dolezité vzorkovanie (z angl.: importance sampling).
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Obr. 5.6: (a) Potencidl V(x)/kp = (x — 0.5)? a (b) Boltzmannov faktor pre dve hodnoty
teploty T'=0,1K a 0,001 K.

5.5.2 Dolezité vzorkovanie

V predchédzajicej sekcii sme predpokladali Ze generujeme postupnost ndhodnych bo-
dov takych, Ze ich populdcia je z danej hustoty pravdepodobnosti p(z). Délezité vzor-
kovanie vyberda ndhodné ¢isla z hustoty pravdepodobnosti p(x) tak aby ich celkova
populécia, a nie kazdy bod, bola z danej hustoty pravdepodobnosti.

Uvazujme koneénostavovy systém, ktory v lubovolnom momente méze byt v jednom
zo stavov {I';,T,...,T'x}. Ako priklad si mozeme predstavit n atémov v kocke, v
ktorej si stradnice v kazdom smere diskretizované tak, Ze mozu nadobidat len m
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5.5 Jednoduché a doélezité vzorkovanie

Obr. 5.7: Dvojrozmerny systém so Styrmi atémami s diskretizovanymi stavmi v piatich bo-
doch v kazdom smere. Pocet vietkijch kombindcii moznyjch stavov atémov je 5°.

diskrétnych hodnot. Stav systému je potom charakterizovany 3n diskrétnymi bodmi,
pricom existuje m*" kombindci{ moznych stavov (vid priklad v 2D na obr. 5.7). Hustota
pravdepodobnosti je p(I'1, Iy, ..., T'y).

Markovov refazec

Markovov retazec je postupnost pokusov, ktora spiﬁa dve podmienky:

1. Vysledok kazdého pokusu patri do koneénej mnoziny vsetkych pokusov {I'y, T, . ..
,'n}, ktort nazyvame stavovy priestor;

2. Vysledok kazdého pokusu zavisi len od vysledku pokusu ktory mu bezprostredne
predchédzal (systém mé velmi krdtku pamét).
Matica pravdepodobnosti prechodu

Lubovolné dva stavy I'), a I',,, st prepojené pravdepodobnostou prechodu m,,,, ktors je
podmienenou pravdepodobnostou, ze d'als{ stav bude T, za predpokladu, Ze sticasny
stav je I',, t. j. pravdepodobnost prechodu n — m. Kazd4 taka pravepodobnost pre-
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5.5 Jednoduché a doélezité vzorkovanie

chodu m,,, je prvkom matice pravepodobnosti prechodu

T 712 ... TIN

21 22 ... TN
II = .

™1 ... ... TNN

Normalizacia: Za predpokladu ze je systém v sicasnosti v stave I',,, nasledujuci
stav musi byt jeden z N moznych stavov a teda musi platit normaliza¢nd podmienka

N
> T = 1. (5.37)
m=1

Predpokladajme, Ze zacneme so 100-percentnou pravdepodobnostou z jedného zo sta-
vov, povedzme n, potom nésledujici stav je ndhodny s pravdepodobnostou

h 0

PONEE BECHN INSVFONIETE B . (5.38)
: 1 |n
PN

Rozdelenie pravdepodobnosti v ¢asovom kroku 7 je dané postupnym nasobenim matic
P =Tp =Y =122 = =1I"p¥. (5.39)

Nésledujica teoréma ndm poskytne predstavu ako je Markovov refazec pouzity na
dosiahnutie populacie so ziadanou hustotou pravdepodobnosti.

Perronova-Frobeniova teoréma

Matica pravdepodobnosti prechodu mé jednu vlastnii hodnotu rovnu jednej a prislu-
chajici vlastny vektor je limitnym rozdelenim retazca. Vetky ostatné vliastné hodnoty
st menej ako jedna.

Dosledok 1: I17 pre velké 7 konverguje k matici, ktori ked aplikujeme na Iubovolné
pociatoéné rozdelenie pravdepodobnosti, p(®, konverguje k vlastnému vektoru pri-
sluchajicemu jednotkovej vlastnej hodnote. Vsetky ostatné vlastné vektory, ktorych
vlastné hodnoty st menej ako jedna, st odfiltrované postupnym nasobenim matic
(p™ = lim, s 7 p(0).

Dosledok 2: Aby sme dosiahli rozdelenie stavov z danej hustoty pravdepodobnosti,
je potrebné najst taki maticu hustoty pravdepodobnosti (existencia ktorej je garanto-
vand vyssie uvedenou normaliza¢nou podmienkou), ktorej vlastny vektor odpovedajici
jednotkovej vlastnej hodnote je rovny ziadanej hustote pravdepodobnosti.
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5.5 Jednoduché a doélezité vzorkovanie

5.5.3 Metropolisov algoritmus

Teraz sa uloha generovania ziadaneho rozdelenia pravdepodobnosti zredukovala na
najdenie takej matice hustoty pravdepodobnosti, ktorej vlastny vektor odpovedajici
jednotkovej vlastnej hodnote sa rovna ziadanej funkcii hustoty pravdepodobnosti. Aby
sme to dosiahli, spomenme si ze pre vlastny vektor odpovedajici jednotkovej vlastnej
hodnote plati

N
IIp = p alebo Zwmnpn = Pm. (5.40)

n=1

Problémom je, ako pre dané p najst II ktoré spiﬁa vyssie uvedeni podmienku. Mézeme
to dosiahnut pozadovanim splnenia nasledovnej silnejsej podmienky.

Podmienka detailnej rovnovahy: Pre Tubovolny par stavov vyzadujeme aby
bolo splnené

TmnPrn = TomPm- (5.41)

Lavd strana prestavuje tok pravdepodobnosti Ze aktudlny stav je n a néasledujici stav
je m a prava strana zasa tok z m do n. Pre Iubovolny par stavov musi byt splnend
mikroskopicka rovnovaha tychto tokov.

Aby sme dokazali, ze podmienka detailnej rovnovahy je postacujucou podmienkou
pre splnenie rovnice (5.40), urobme sumdciu obidvoch stran cez n. Potom pre pravi
stranu plati

N N
n=1 n=1

a pre Tavu stranu dostdvame z rovnice (5.40) rovnaky vysledok, t. j.,

N
> Townbn = Pm- (5.43)
n=1

Metropolisova matica pravdepodobnosti prechodu je definovana:

Qi Pm = P, M F N,
Tmn = { (pm/pn)&mn Pm < Pp, M F 1, (5-44)
1— Zm,;én Tmin m=n,
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kde « je symetrickd matica pokusov (v, = Qum). To znamend, ze Metropolisova
metoda je isty typ odmietacej metody. Najprv sa pokusi o prechod zo stavu n do
m s pravdepodobnostou a,,,. Ak je pravdepodobnost vysledného stavu vicsia nez
pravdepodobnost stiéasného stavu, potom je pokus bezpodmienecne akceptovany. V
opac¢nom ripade, ak je pravdepodobnost vysledného stavu mensia nez pravdepodobnost
sticasného stavu, potom je pokus akceptovany s pravdepodobnostou p,/p,. Posledna
rovnost vo vztahu (5.44) garantuje splnenie normaliza¢nej podmienky pre maticu prav-
depodobnosti prechodu.

Do6kaz splnenia podmienky detailnej rovnovahy: Predpokladajme, ze p,, <
pn (podobny dokaz mozeme urobit aj pre opacny pripad). ThmpPm = QnumPm = CmnPm
koli symetrickému pokusu. Na druhej strane, 7,00 = (Pm/Pn) ¥mnfPn = QnnPm-

Zjavnou vyhodou Metropolisovho algoritmu je to, Ze namiesto tazko poéitatelne;
absolitnej pravdepodobnosti p, staci spocitat ovela jednoduchsiu relativnu hustotu
pravdepodobnosti p,,/p,. Napriklad, uvazujme hustotu pravdepodobnosti v statistickej
mechanike

exp(—=V (r;)/kgT)

P(r;) = f f o f exp(—=V(r;)/kpT)dridry . . . drN’

(5.45)

ktori dostaneme az po integracii exponencialneho faktoru cez cely konfiguraény pries-
tor, ¢o je prakticky neriesitelna tloha. Naproti tomu, Metropolisova metdéda vyzaduje
len vypocet relativnej pravdepodobnosti

Plry) _ exp(=V(rj)/kpT)

Plr) ~ exp(—V(ro) e P V) VDT, (5.46)

1

kde neciarkované r; reprezentuju suradnice sucasného (pred pokusom o zmenu) a
¢iarkované r} stradnice nového (po pokuse o zmenu) stavu. Mozeme si vSimnut, Ze
problematicky menovatel sa vykratil a teda na vypocet relativnej pravdepodobnosti
nam staci vypocitat rozdiel potencidlnych energii po pokuse a pred pokusom o zmenu
stavu.

Pozor! Systém zostdva v tom istom stave v pripade, Ze pokus o zmenu zlyhd podla
treticho kritéria. Ked pocitame Statisticky priemer nejakej veliciny, aj takyto novy (aj
ked nezmeneny) stav sa musi brat do tivahy, okrem uz zapoc¢itaného predchddzajiiceho
stavu. Nasledujuici pseudo-program sumarizuje cely algoritmus.

Metropolisov algoritmus pre Statisticka fyziku

Sum_A = 0 (Vynulovanie hodnoty veliciny A)

Pre n =1 do N_pok (Opakovanie cyklu po maz. pocet pokusov N _pok)
X'+ X +dX (Pokus o zmenu stavu z X na X')
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11
\\ZJX % ©

Obr. 5.8: Spinova konfigurdcia dvojrozmerného Isingovho modelu na mriezke velkosti 4 x 4.

Vypocitaj dV =V (X') — V(X)) (Vipocet zmeny potencidlnej energie)
Ak dV < 0 potom
Akceptuj X < X' (Bezpodmienecne akceptuj zmenu stavu)
Ina¢ ak rand() < exp(—dV/kgT) potom
Akceptuj X < X' (Akceptuj zmenu stavu s pravdep. pm/pn)
In&¢ odmietni zmenu stavu (Zachovaj povodny stav)
Sum_A = Sum_A + A(X) (Kumululativne spocitdvanie hodnoty A)
Koniec cyklu
Avg A = Sum_A/N _pok (Odhad strednej hodnoty A aritmetickym priemerom)

5.6 Isingov model

Isingov model je statisticko-fyzikalny model, ktory bol povodne zavedeny za tcelom
Studovania spravania sa magnetickych castic v magnetickom poli. Model pozostava zo
stiboru magnetickych ¢astic, tzv. spinov, lokalizovanych v uzloch mriezky (vid. obr.5.8).
Kazdy taky spin moze nadobtidat bud hodnotu +1 (Sipka hore) alebo —1 (Sipka dole).
Potencidlna energia (hamiltonidn) takéhoto systému je dany vztahom

V(s)=—J ) s;55— HZ Si, (5.47)
(4,5) i
kde s; = +1, (i, 7) st indexy najblizsich susedov na mriezke, H je vonkajsie magnetické

pole a J je vymennd interakcia. Pre J > 0 prvy ¢len nadobiida minimum ked si vSetky
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spiny orientované rovnakym smerom a pre H > 0 druhy c¢len, ak st vSetky spiny
orientované smerom hore. V $tatistickej mechanike pravdepodobnost stavov s energiou
V pri teplote T' je imerna Boltzmannovmu faktoru exp(—V/kgT).

Pre dvojrozmernt mriezku velkosti L x L, kazdy index spinu pozostava z paru celych
cisiel (4,7), 0 < i,j < L — 1. Styria susedia (sever, juh, vychod, zapad) mriezkového
bodu (i,j) st (i £1,7) a (4,5 £ 1).

Periodické okrajové podmienky sa obycajne aplikuji pri simuldcii velkych
mriezok (L — 00) za icelom eliminacie povrchovych efektov. Na obr.5.8 je to znazornené
pomocnymi spinmi Sedej farby v riadku (0) a stipei (0), ktoré maji vizdy rovnakd hod-
notu ako spiny v riadku 0 a stipci 0. Tym je zabezpecené, ze kazdy spin, vratane tych
okrajovych po obvode mriezky, ma rovnaky pocet (Styroch) susedov.

MC algoritmus pre Isingov model

Nasledujuci pseudo-program popisuje MC simulaciu dvojrozmerného Isingovho mo-
delu. Simuldcia pozostava z postupnosti pokusov o preklopenie vybraného spinu (i, j)
a vypoctu odpovedajicej zmeny energie. Preklopenie je bud akceptované alebo zamiet-
nuté podla Metropolisovho algoritmu. V kazdom MC kroku je ndhodne vybrany jeden
spin a celkovo je realizovanych max_krok krokov.

Algoritmus pre Isingov model
Inicializuj hodnoty spinov s; ; pre vsetky 0 <+4,7 < L —1
Sumy = 0 (Vynulovanie hodnoty veliciny A)
Pre n = 1 do maz_krok (Opakovanie cyklu po maz. pocet krokov max_krok)
Nahodne vyber uzol mriezky (3, j)
Vypocitaj dV = V(s") — V(s) pri preklopeni spinu (i, j)
Ak dV < 0 potom bezpodmienecéne akceptuj preklopenie, s; j <= —s;
Ina¢ ak rand() < exp(—dV/kgT) potom akceptuj preklopenie
Ina¢ ponechaj stary stav (bez preklopenia spinu)
Sum_-A = Sum_A + A(s) (Kumulativne spocitdvanie hodnoty A)
Avg_ A = Sum_A/max_krok (Po maz_krok krokoch odhad strednej hodnoty A aritme-
tickym priemerom)

Praktické poznamky:
Zmenu energie, dV (s) =V (...,s),...)=V (..., Sk, ...), spojenej s preklopenim jedného
spinu s — s), = —s; vypocitame nasledovne

av =—J (s}, — sk)si — H(s), — sk), (5.48)

len.n.(k)

kde n.n.(k) oznacuje najblizsich susedov k-tého spinu. Vsimnime si, ze sj, — s, = 2s),
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5.6 MC simulacie Isingovho modelu

(2 pre =1 — 1 a-2pre 1l — —1), takze

dV ==2s,(J Y s +H). (5.49)

len.n. (k)

Pre dvojrozmerny Isingov model existuju len dve mozné hodnoty pre s) : +1 a pit
hodnot pre Zlen_n.(k) : 0,42, +4. Preto je vyhodné zostavit tabulku (velkosti 2 x 5) pre
vietky mozné hodnoty exp(—dV/kgT'), z ktorej potom pri simuldcii len vyberdme pri-
sluchajice hodnoty namiesto pracného opakovaného vypoctu exponencidlneho vyrazu.
Vzhladom na to Ze obyc¢ajne potrebujeme vela MC krokov, tym sa usetri obrovské
mnozstvo pocitacového casu.

Vypocet niektorych zakladnych fyzikalnych velicin

Okrem energie, definovanej vztahom (5.47), po¢itame magnetizaciu
M=>"s (5.50)

a taktiez je uzitotné pocitat aj rozptyl, jednak energie ako aj magnetizécie
Var{X} = (X?) — (X)? (5.51)

kde X = V alebo M, ktoré si imerne fyzikalnym veli¢inam tepelnd kapacita (C' =
Var{V}/kgT?) a magnetickd susceptibilita (xy = Var{M}/kgT). Poznamenajme, 7e
taktieZ vypocet magnetizacie si je mozné ulahcit tym, Ze po kazdom preklopeni spinu
z s na s), aktualizujeme priebezni hodnotu M, tak, ze ju nahradime My, + 2s).
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